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RESUMEN

En este estudio se realiza una investigacion en la que se comparan contenidos relaciona-
dos con el calculo integral de dos textos de calculo mediante una metodologia basada en
el andlisis textual y utilizando la técnica del analisis de contenido. Para dicho analisis se
establecen categorias que permiten organizar el contenido y concluir que los significados
de muchos conceptos manifestados y la presentacion de estos son muy diferentes en cada

uno de los textos.

ABSTRACT

In this study a research is carried out comparing contents related to the Integral Calculus
of two Calculus texts using a methodology based on textual analysis and using the
technique of content analysis. For this analysis, categories are established that allow to
organize the content and to conclude that the meanings of many concepts manifested and

the presentation of these are very different in each one of the texts.
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1. INTRODUCCION

El calculo integral es un topico central en las matematicas universitarias de muchas carre-
ras cientificas. Esto se ve reflejado en las pruebas de acceso a la universidad, en las que
se plantean problemas o situaciones en las que se deben realizar integrales. Ahora bien,
esta se presenta de diferentes formas a los alumnos, y estos adquieren diferentes signifi-
cados personales del concepto de integral definida. Esto, junto a mi interés en el calculo y
en indagar sobre los modos en los que se presenta este, son los causantes de la eleccion
de este tema.

En el marco de la educacion matematica el andlisis de libros de textos es un elemento

muy importante. Pues segun (Choppin, 1980) el libro de texto es

a la vez apoyo del saber en tanto que impone una distribucion y una jerarquia de
los conocimientos y contribuye a forjar los andamios intelectuales tanto de alum-
nos como de profesores; es instrumento de poder, dado que contribuye a la uni-
formizacion lingiiistica de la disciplina, a la nivelacion cultural y a la propagacion

de las ideas dominantes. (citado por Gonzalez y Sierra, 2004, pp. 389-390).

Ademas, los libros de textos poseen una mayor influencia incluso que los curriculos le-
gislativos para los docentes (Schubring, 1987). Por lo que el analisis de estos resulta fun-
damental, prueba de ello es la gran cantidad de documentos que existen analizando dife-
rentes contenidos de los libros de textos y de diferentes épocas y niveles. Es mas, durante
los ultimos afios ha cobrado especial relevancia en Espafia (Machado, 2009).

Es por todo esto que en la memoria del Trabajo de Fin de Master que se presenta se

realiza un estudio comparativo del calculo integral en dos de los manuales de calculo mas



recomendados en los primeros cursos de las carreras de las universidades andaluzas. Los
textos seleccionados han sido los siguientes:
e De Burgos, J. (2007). Cdlculo infinitesimal de una variable (2° edicidén). Madrid,
Espana: McGraw-Hill
e Larson, R. y Edwards, B. (2010). Célculo 1 de una variable (9* edicion). Madrid,
Espana: McGraw-Hill.

Figura 1.1. Portadas de los manuales analizados

Para comparar estos dos manuales, se ha utilizado el método del analisis textual a través
del analisis contenido, por lo que explicaremos en qué consiste. Ademas, en este es esen-
cial profundizar en la naturaleza de los conceptos matematicos. Para ello se han clasifica-
do los contenidos en tres categorias diferentes: estructura conceptual, sistemas de repre-
sentacion y sentido y modos de uso. Una vez dicho esto, es importante mencionar que
este trabajo estad inspirado en el realizado por (Herrera, 2016), en el que se realiza una
comparativa de textos universitarios en relacion al calculo diferencial.

Por otro lado, con lo que respecta a los objetivos, el objetivo general del presente
trabajo es comparar los significados sobre conceptos relacionados con el célculo integral
manifestados por los dos manuales mencionados. Para ello se han marcado una serie de
objetivos especificos:

e Elegir y adaptar un método de andlisis que permita extraer y comparar los conte-

nidos relevantes de manera organizada.



e Senalar diferencias y semejanzas en los contenidos y en como se presentan en los
libros de textos analizados.
e Analizar y comparar la estructura y metodologia empleada en los textos analiza-

dos.

Para cumplir estos objetivos se ha organizado este trabajo en varios capitulos que se
mencionan a continuacion.

En el capitulo 2 se muestran, en primer lugar, antecedentes sobre al aprendizaje y la
ensefanza del concepto de integral. En segundo lugar, se realiza una revisiéon de otros
trabajos acerca del analisis y comparacion de libros de textos de matematicas. Por altimo,
se presentan los aspectos tedricos en los que se apoya el presente trabajo; estos son el
analisis de contenido y los significados de un concepto.

El capitulo 3 esta dedicado a describir la metodologia empleada. Aqui se describe el
analisis comparativo, que es el que se usa en el trabajo. En particular se emplea la via co-
rrespondiente al analisis textual, el cual pretende “describir, evaluar o caracterizar el con-
tenido matematico en su dimension curricular y metodologica” (Gomez, 2011, p. 53). Asi
mismo, se presenta el método del analisis de contenido junto con las categorias que lo
forman, las cudles seran usadas para organizar el contenido de los textos. Para finalizar el
capitulo, se menciona el modo en el que los textos han sido seleccionados.

En el capitulo 4 se realiza la comparacion de aspectos generales de los textos, tales
como el modo en qué se introduce la integral, la estructura que posee y la metodologia de
los textos analizados.

En los siguientes tres capitulos se realiza la comparacioén de los contenidos relativos
a los conceptos de «primitivay, «integral definida» y «Teorema Fundamental del Célcu-
lo». Aqui, como hemos comentado, se organizan los contenidos con base en lo explicado
en el capitulo 3 sobre el método del analisis de contenido y sus diferentes categorias.

Para finalizar, en el capitulo 8 se realiza un resumen de los resultados obtenidos en el
analisis resalando las diferencias mas significativas en términos de las tres categorias es-
tablecidas, asi como una conclusion de los resultados obtenidos y el logro de los objeti-

VOs.



2. MARCO TEORICO

En este capitulo se mostraran algunos antecedentes referentes al aprendizaje y la ense-
fanza del concepto de integral, asi como otros trabajos acerca del analisis y comparacion
de libros de textos de matematicas. Ademas, se presentan los aspectos tedricos en los que

se apoya el presente trabajo.

2.1. ANTECEDENTES

Para una fundamentacién teorica, se incluird algunas de las ideas principales de investi-
gaciones relacionadas con el tema de investigacion planteado. Para ello se ha realizado
una revision de bibliografia en diferentes bases de datos como «Matheducy», «Funesy,
«Dialnet» y «Google académico» sobre los antecedentes referentes al tema de investiga-
cion propuesto. Mencionaré algunas ideas acerca del aprendizaje y ensefanza del concep-
to de integral segun las investigaciones realizadas por diferentes autores. Para ello dividi-

remos las investigaciones en diferentes puntos.

2.1.1. Significados de la integral en alumnos universitarios
Para comenzar, Llorens y Santoja (1997) indican que existen diversas concepciones errd-
neas del concepto de integral definida que muestran los alumnos universitarios basandose

para ello en su propia experiencia y en otros estudios realizados:

1. Identifican integral con primitiva, dejando de lado de esta forma los procesos

de convergencia o geométricos.



2. Identifican la integral definida con la regla de Barrow, aunque esta no pueda

aplicarse.

3. No relacionan el concepto de integral definida con el problema de convergen-

cia, resultandoles dificil de entender que una integral sea divergente.

4. A pesar de que los estudiantes relacionan el area con la integral, la siguen tra-

bajando algebraicamente sin obtener una imagen visual de la integral.

Destacamos a continuacion otros estudios sobre el alumnado universitario. Por un lado,
partiendo de las concepciones erroneas citadas anteriormente, Milevicich (2008) describe
de manera breve las maneras de introducir el concepto de integral por tres de los libros
mas usados en los cursos de calculo, para de esta forma poder obtener pistas que ayuden a
localizar el origen de los errores. Ademas, realiza un estudio exploratorio para determinar
las ideas previas que poseen los alumnos de primer curso de universidad de ingenieria
eléctrica y mecanica sobre el calculo integral, cuyos resultados reflejan por ejemplo que
“las respuestas obtenidas aparecen como representativas de una desconexion profunda
entre el concepto de integral y su particular imagen de ese concepto” (Milevicich, 2008,
p- 336) o que “se evidencia una ausencia de conexion entre los conceptos de integral de-
finida e indefinida” (Milevicich, 2008, p. 336). En las conclusiones, se expresa la conve-
niencia de estudiar el origen y evolucion de la integral, asi como la utilizacion del orde-
nador con el objetivo de dar significado a la integral definida.

También es resenable el trabajo de Aldana y Gonzélez (2011), en el que se realiza un
estudio sobre el desarrollo del esquema conceptual del concepto de integral definida de
estudiantes de tercero de Licenciatura de Matematicas de Colombia. Para ello, se hizo
una revision de diferentes libros de texto que incluyen el concepto de integral definida lo
que permiti6 determinar los elementos matematicos que configuran este concepto mate-
matico como: el area como aproximacion, el drea como limite de una suma, la integral
definida, las propiedades de la integral definida, y el teorema fundamental y del valor

medio, desde los sistemas de representacion grafico, algebraico, y analitico.



2.1.2. Significados de la integral en alumnos no universitarios
En lo respecta a alumnos no universitarios, Rasslan y Tall (2002) realizan un estudio ex-
ploratorio en alumnos ingleses de instituto sobre la definicion y la imagen del concepto
de integral, asi como la relacion entre ambos, categorizando las respuestas de los estu-
diantes en cada cuestion. De este estudio se extraen algunas conclusiones como que la
mayoria de estudiantes tiene dificultad para interpretar problemas que calculan areas e
integrales definidas en contextos mas amplios, tales como integral definida con una dis-
continuidad infinita o integrales de funciones en las que interviene el valor absoluto o la

parte entera.

2.1.3. Ideas y dificultades en el aprendizaje y ensefianza de la integral

Por otro lado, se han realizado otras investigaciones relacionadas con el aprendizaje y la
ensefanza del concepto de integral. Varios autores consideran importante que la ensefian-
za de este concepto sea a través de areas de superficies. En este sentido, Aranda y Callejo
(2015) plantearon un experimento de ensefianza en alumnos de bachillerato dedicado a la
construccion del concepto de integral definida partiendo de la idea de aproximacion al
area de una superficie. El andlisis realizado permitio6 identificar tres perfiles diferentes en
dicha compresion. Esta idea también es plasmada por Kouropatov y Dreyfus (2013),
quienes proponen construir el concepto de integral sobre la base de la idea de acumula-
cion, haciendo una propuesta para el curriculo.

Por otro lado, cabe destacar aqui también el trabajo de Turégano (1997), que realiza
una propuesta de ensefianza del concepto de integral. Las lineas basicas de la propuesta
son principalmente dos: (a) introduccion del concepto de integral como primera inicia-
cion al estudio del calculo infinitesimal, con independencia del concepto de derivacion y
previamente al estudio de limites; (b) presentaciéon de dicho concepto como una conti-
nuacion de la nocion de area, utilizando la visualizacion a través del ordenador para dar
significado al concepto.

Relacionado con las dificultades de los alumnos, Orton (1983) detecta que la intro-
duccion de los alumnos a la integracion se ve oscurecida por la manipulacion algebraica.

En esta linea, Llorens y Santoja (1997) también hacen referencia a la algebrizacion, la



cual se presenta como un producto acabado lo que dificulta su comprension, pues es el
paso final de un largo proceso llevado a lo largo de la historia. Algunas de las dificultades
que presenta el alumnado universitario tienen claramente su origen en la coordinacion
entre los registros analiticos y graficos (Souto y Gomez-Chacon, 2011). Es interesante
también, fijarse en las dificultades, obstaculos y errores que tienen los alumnos para la

comprension del concepto de integral impropia (Gonzalez-Martin y Camacho, 2005).

2.1.4. La integral en las PAU

Por ultimo, cabe mencionar también la influencia de las pruebas de acceso a la universi-
dad (PAU) en la ensefianza de la integral definida en bachillerato (Contreras, Ordonez y
Wilhelmi, 2010). En este trabajo se describe los significados institucionales de la integral
y se muestra como se presenta dicha nocion en una serie de libros de texto de bachillera-
to, ademas de las diferentes situaciones que aparecen en las pruebas de acceso a la uni-
versidad referentes a la integral. Los significados institucionales que se presentan son los
siguientes: geométrica, resultado de un proceso de cambio, inversa de la derivada, apro-
ximacion al limite, y algebraica. De todas ellas, la geométrica es la que mas aparece en
las PAU, asi como la tinica que tiene una presencia total en los libros de texto, refiriéndo-
se esta presencia total a la aparicion de la concepcidon geométrica en todas las entidades
primarias: situaciones, lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos y argumen-
tos.

Siguiendo este hilo de significados institucionales, Ordofiez y Contreras (2011) reali-
zan un estudio de los significados personales de los alumnos de bachillerato sobre la inte-
gral definida, llegando a la conclusion de que los estudiantes identifican integral con area
pero no la diferencian estos conceptos en muchos casos. No establecen conexion entre la
nocion de area y de integral, considerando esta ultima como el calculo de una primitiva y
aplicacion de la regla de Barrow. Ademas, los estudiantes tienen un pobre dominio del

registro grafico.



2.2. ESTUDIOS SOBRE ANALISIS Y COMPARACION DE

LIBROS DE TEXTOS

El anélisis de libros de textos es un elemento importante de la educacion matematica.
Prueba de ello, es la gran cantidad de documentos que existen analizando diferentes con-
tenidos de los libros de textos y de diferentes épocas y niveles. Es mas, durante los ulti-
mos aflos ha cobrado especial relevancia en Espafia (Machado, 2009).

En este sentido, Marco-Buzunariz, Mufioz-Escolano y Oller-Marcén (2016) realizan
un estudio analizando los trabajos existentes acerca de las investigaciones sobre libros de
textos en las actas de los Simposios de la Sociedad Espafiola de Investigacion en Educa-
cion Matematica (SEIEM) desde 1997 a 2015. Dicho estudio revela que el 8,8% de las
investigaciones tratan sobre libros de textos, siendo la mayoria de estas sobre analisis de
libros de texto y comparacion de libros de texto.

Una vez introducido esto, se citaran varios articulos sobre analisis de textos interna-
cionales. Aqui podemos destacar el estudio comparativo de libros de texto de diferentes
paises realizado por Howson (1995), citado por Gonzélez y Sierra (2002), distinguiendo
ademas entre estudios a posteriori, uso dado a los libros de textos de diferentes paises,
contribucion al aprendizaje y obstaculos que presenta; y estudios a priori. En esta linea,
podemos citar también los trabajos de Erbas, Alacaci y Bulut (2012) y Park y Leung
(2006) en los que se realiza un estudio comparativo de textos matematicos de diferentes
paises, comparando aspectos tales como el contenido o la apariencia del libro.

A continuacion, se citaran algunos estudios historicos de libros de matematicas. En
primer lugar, se mencionaran algunos textos internacionales de especial relevancia. Estos
son los estudios de Glaeser (1983) y Schubring (1987) (citados por Machado, 2009), pues
en ellos se establecen criterios metodoldgicos para realizar el andlisis historicos de libros
de texto.

En lo referente a los textos espafioles, existen investigaciones que tratan la evolucion
de un determinado concepto a lo largo de los afios en los libros de texto. En este apartado,
podemos destacar las investigaciones sobre la evolucion de contenidos relativos a la rama

del Analisis Matematico en textos espafoles en la ensefianza secundaria durante el siglo



XX (Gonzélez y Sierra, 2002, 2004; Gonzalez, Sierra y Lopez, 1999; Sierra, Gonzalez y
Lopez, 2003). En particular, resulta mas cercano a este estudio el realizado por Gonzalez
etal. (1999), el cual se muestra analisis de la evolucion histdrica del concepto de limite
funcional en los libros de texto de bachillerato y cursos de orientacion universitaria desde
1940 a 1995. Este estudio se divide en tres etapas: en la primera se realizan fichas con los
datos fundamentales de cada libro; en la segunda se elaboran tablas comparativas de los
textos de cada periodo atendiendo a aspectos tales como el modo de introduccion del
concepto, el tipo de definicion o la secuenciacion; y en la ultima se considera tres dimen-
siones de analisis (conceptual, didactico-cognitivo y fenomenolédgico). De la misma for-
ma, siguiendo estas tres etapas, Sierra et al. (2003) realizan un analisis del concepto de
continuidad en los manuales espafioles de educacion secundaria en la segunda mitad del
siglo XX. Ademas de las citadas, existen otras investigaciones de este tipo sobre otros
conceptos de otras ramas matematicas (Machado, 2009; Sierra, Rico y Goémez, 1997).

Tras esto, nos centraremos en los trabajos realizados sobre manuales orientados a la
enseflanza universitaria. En lo referente al calculo, Bravo y Cantoral (2012) analizaron la
integral de linea en diferentes manuales de célculo universitarios, unos catalogados como
formales y otros como actuales. Es relevante mencionar el hecho de que en dicho estudio
se analiz6 una edicion del texto de Larson considerado para este trabajo (Larson y
Edwards, 2010).

También hay otras investigaciones que estudian el concepto de limite en textos uni-
versitarios (Carranza et al., 2006; Gonzalez-Ruiz, Ruiz-Hidalgo y Molina, 2014; Sanchez
y Contreras, 1998). En particular, destacamos el trabajo de Gonzalez-Ruiz et al. (2014),
en el que se estudia la influencia de los conceptos topoldgicos en la definicion de limite
en manuales universitarios, entre los que se encuentra el de Larson y Edwards (2010). La
comparacion de manuales realizada en este trabajo se basa en el analisis de contenido
usando las tres dimensiones del significado de un concepto matematico: estructura con-
ceptual, sistemas de representacion y fenomenologia.

Relativo a la derivada, Herrera, Velasco y Ruiz-Hidalgo (2017) comparan el concep-
to de derivada y contenidos relativos al célculo diferencial en dos textos de calculo uni-

versitario, siendo uno de ellos el de Larson y Edwards (2010) empleado en este estudio.



Ademas, este sigue la metodologia del analisis de texto y usa también las técnicas del
analisis de contenido.

Por ultimo, se mencionaran estudios realizados sobre la integral. En la tesis de
Santos (2012) se dedica unos capitulos al analisis de la integral en dos libros de textos de
calculo usados en el primer curso de la ensefianza universitaria, especialmente en la Li-
cenciatura en Matematicas. Otro trabajo a tener en cuenta son los realizados por Contre-
ras y Ordoéiiez (2003) y Contreras et al. (2010), en los que se compara el tratamiento dado

a la integral definida en diferentes textos espanoles del bachillerato.

2.3. ASPECTOS TEORICOS

Para la elaboracién de este trabajo se usara el método del andlisis didactico, por lo que
explicaremos en qué consiste. En particular, una parte de este, denominada analisis de
contenido, en el que es esencial profundizar en la naturaleza de los conceptos matemati-

cos. Se describira por tanto también el significado de un concepto matematico.

2.3.1. Analisis didactico

El analisis didactico en matematicas tiene por objetivo “establecer los significados de los
conceptos y aprehender la intencionalidad educativa del discurso de las matematicas es-
colares” (Rico, 2013, p. 21). Este se trata de un nivel de reflexion del curriculo que pro-
pone cuatro componentes: el analisis de contenido, el analisis cognitivo, el analisis de ins-
truccion y el andlisis de actuacion. De estos, los tres primeros se centran en el disefio
(andlisis a priori) y el cuarto en la puesta en practica, implementacion y la correspondien-
te evaluacion de los resultados (analisis a posteriori) (Lupiafiez, 2013). En primer lugar,
el analisis de contenido analiza los significados de los contenidos matematicos; en segun-
do lugar, el analisis cognitivo de los contenidos especifica las condiciones para el logro
de los aprendizajes; después el andlisis de instruccion examina las tareas, recursos y or-
ganizacion necesaria para la ensefianza; y, por ultimo, el analisis de actuacion estudia los
logros de aprendizaje (Rico, 2016).

En particular, en este trabajo nos centraremos en el analisis de contenido, el cual es

un procedimiento en el que se analiza, describe y establece los diferentes significados de
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un concepto matematico y los procedimientos que lo involucran (P. Gémez, 2007; Lupia-
fiez, 2013; Rico, 2013). Este andlisis se localiza en la dimension conceptual del curriculo
y se estructura alrededor de tres organizadores del curriculo: estructura conceptual, siste-
mas de representacion y sentido y modos de uso (Fernandez-Plaza et al., 2016; Lupiafiez,

2013; Rico, 2016).

2.3.2. Significado de un concepto matematico
El analisis de contenido tiene la finalidad de determinar los significados de los conceptos
matematicos escolares que se estan estudiando. La nocion de significado estd basada en
una estructura ternaria propuesta por Frege (1998). Inicialmente propuesta por Rico
(2012, 2013), la tripleta semantica propuesta por Frege -referencia, signo, sentido-, se
adapta a los conceptos matematicos escolares en estructura conceptual, sistemas de repre-
sentacion y sentidos (Fernandez-Plaza et al., 2016).

e Estructura conceptual. Se consideran tres tipos de elementos: los objetos, los con-
ceptos y las estructuras matematicas. Por lo que analizar los significados matema-
ticos desde esta perspectiva consiste en identificar y organizar dichos elementos y
las relaciones que se establecen. Ademas, la estructura conceptual aporta criterios
de veracidad para las proposiciones que se obtienen de los conceptos.

o Sistemas de representacion. Estan definidos por un conjunto de signos, reglas, no-
taciones y graficas que designan y muestran los conceptos y las relaciones exis-
tentes entre ellos. Estos, ademads, relacionan la referencia y el sentido de un con-
cepto.

e Sentidos. Incluyen aquellos modos de uso, contextos, fendémenos, situaciones y
problemas que estan en el origen del concepto y lo dotan de caracter funcional

(Ruiz-Hidalgo, 2016).

11



3. METODOLOGIA

En este capitulo se describira el procedimiento que se ha seguido para realizar este estu-
dio. Para ello se usa el analisis comparativo, y en particular se emplea la via correspon-
diente al analisis textual. Asi mismo, se presenta el método del analisis de contenido jun-
to con las categorias que lo forman, las cuales seran usadas para organizar el contenido de
los textos. Para finalizar el capitulo, se menciona el modo en el que los textos han sido

seleccionados.

3.1. TIPO DE ESTUDIO

En este estudio se analizard dos textos de calculo del primer curso de universidad. Este se
trata de un tipo de estudio descriptivo y cualitativo (Ledén y Montero, 2003), pues en este
trabajo se recolectan datos de los libros de textos que los describe, mediante la observa-
cion y analisis de estos a través de elementos textuales.

Leon y Montero (2003) realizan la siguiente descripcion del andlisis cualitativo de

datos:

El adjetivo «cualitativo» calificando el andlisis de los datos suele hacer referencia
—aunque no siempre— al hecho de que se utiliza el lenguaje como modo de repre-
sentacion y procesamiento de la informacidon recabada en la investigacion sin

asignar numeros a los elementos que la configuran. (p. 170).

En cuanto a la definicion de estudio descriptivo, Herndndez, Fernandez y Baptista (2014)

expresan lo siguiente:
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Con los estudios descriptivos se busca especificar las propiedades, las caracteristi-
cas y los perfiles de personas, grupos, comunidades, procesos, objetos o cualquier

otro fendmeno que se someta a un analisis. (p. 92).

3.2. ANALISIS COMPARATIVO

Para el andlisis de libros de texto se usara el analisis comparativo. Dicho analisis es una
herramienta eficiente que nos permite observar la difusion de las nuevas ideas. Ademas,
es util también para medir aspectos relacionados con la practica docente. Antes de proce-
der con este analisis comparativo, conviene citar una serie de tareas previas al estudio,
estas son: definicion de la finalidad de comparacion; historia de la disciplina; contexto
histérico; elaboracion de inventario de obras de la disciplina; seleccidon de textos a com-
parar; y seleccion de contenidos a comparar (Ibanez y Llombart, 2001). Una vez selec-
cionados los textos y contenidos, se procede a su evaluacion, en este sentido resulta im-
portante considerar tanto su contenido cientifico como otros aspectos relativos a la
docencia. De esta forma, se diferencian tres fases: (a) Aspectos generales; (b) compara-
cion de contenidos concretos; y (c) adecuacion de los textos a la docencia (Ibanez y
Llombart, 2001).

En este estudio, con respecto a las fases previas, nos centraremos tan solo en las que
implican la elaboracion del inventario y la seleccion de textos y contenidos a comparar.
Esto se debe a que los textos seleccionados son actuales, careciendo de sentido las otras
tareas previas y quedando fuera del alcance de este trabajo. Estas tareas previas se reali-
zaran al final de este capitulo.

Con respecto al andlisis comparativo, en este estudio se realizaran las dos primeras
fases. En primer lugar, los aspectos generales de las obras, los cuales nos centraremos en
los factores internos tales como la estructura de los contenidos, las recomendaciones de
lecturas complementarias, las ayudas o los ejemplos empleados. En segundo lugar, la

comparacion de contenidos concretos, el cual describiremos en el siguiente apartado.
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3.3. ANALISIS TEXTUAL

La comparacion de contenidos se puede realizar a través de dos vias principales: el anali-
sis textual y el analisis epistemoldgico. En el primero de ellos, que es el que se realizara
en este estudio, se pretende “describir, evaluar o caracterizar el contenido matematico en
su dimension curricular y metodologica” (Gémez, 2011, p. 53). El segundo tiene objeti-
vos relacionados con la configuracion de las matematicas escolares a lo largo de la histo-
ria (Gomez, 2011), por lo que no se realizara en este estudio.

En lo referente al analisis textual no existe un marco tedrico comun que este acepta-
do por toda la comunidad cientifica para analizar los manuales. A pesar de esto, hay cier-
tas concordancias en diferentes estudios acerca de que elementos comparar, estos pueden
ser: definiciones, teoremas, pruebas, ejemplos, signos y convenciones, algoritmos y re-
glas, etc. Ademas, también hay otros aspectos, como los objetivos, secuenciaciones, di-

rectrices, etc. que precisan la presentacion del contenido matematico (Gémez, 2011).

3.4. ANALISIS DE CONTENIDO

El analisis didactico de un contenido matematico escolar se trata de un método para escu-

drifiar, estructurar e interpretar los contenidos didacticos matematicos y cuyo objetivo

reside en su planificacion, su implementacion en el aula y su evaluacion (Rico, 2016).
Sobre la técnica de analisis de contenido, (Cohen, Manion y Morrison, 2011) sefialan

que:

El término analisis de contenido indica el proceso de recogida y resumen de datos
escritos, los contenidos principales de dichos datos y sus mensajes. De modo mas
preciso, define un conjunto de procedimientos estricto y sistematico para el anali-

sis riguroso, el examen y verificacion de los contenidos de datos escritos. (p. 563).

En lo referente a la educacion matematica, el andlisis de contenido se ha empleado como
un método para estudiar y determinar tanto la diversidad de significados escolares de los
conceptos como los diferentes procedimientos matematicos que aparecen en un texto (Ri-

co y Fernandez-Cano, 2013).
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Ahora bien, para analizar el contenido matematico escolar de los textos se establecen
tres categorias diferentes que organizan el curriculo (Lupiafiez, 2013; Rico y Fernandez-
Cano, 2013) y que se corresponden con las componentes de significado de un concepto
matematico descritas en el capitulo anterior. A continuacién, en el siguiente apartado, se

describiran estas categorias que se analizaran en este estudio.

3.5. SISTEMA DE CATEGORIAS

Basandonos en el analisis de contenido descrito anteriormente, se consideraran tres cate-
gorias diferentes para analizar los textos. En primer lugar, la revision y organizacion de
los contenidos que estructura el tema de estudio; en segundo lugar, la manera en que di-
chos conceptos y procedimientos pueden representarse; y, por ultimo, los sentidos y mo-

dos de uso que pueden tener dichos conceptos.

3.5.1. Estructura conceptual

Para llevar a cabo esta parte del analisis se ha considerado el punto de vista cognitivo que
organiza el conocimiento matematico en dos ambitos diferentes: conceptual y procedi-
mental (Hiebert y Lefevre, 1986; citado en Rico, 1997). De cada uno de los ambitos dife-
rentes se distinguiran tres niveles de complejidad, por lo que en total hay seis categorias:
hechos, destrezas y emociones; conceptos, razonamientos y normas (Fernandez-Plaza,
2016).

En este estudio, se realizara un andlisis de estos dos dmbitos para cada uno de los
contenidos. En primer lugar, se realizara una descripcion y comparacion de los tres nive-
les de conceptos de cada contenido a estudiar. En segundo lugar, se observara y describi-

ra los tres niveles de la parte procedimental.

Tabla 3.1
Sistema de categorias para el contenido matemdtico

Ambitos
Niveles Conceptual Procedimental
Primer nivel Hechos Destrezas
Segundo nivel Conceptos Razonamientos
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Tabla 3.1
Sistema de categorias para el contenido matematico

Ambitos

Niveles Conceptual Procedimental

Tercer nivel Estructuras conceptuales Estrategias

Nota. Fuente: (Fernandez-Plaza, 2016, p. 105).

3.5.1.1. Campo conceptual

En primer lugar, se presentara la definicion del conocimiento conceptual realizada por

Hiebert y Lefevre (1986):

El conocimiento conceptual se caracteriza mas claramente como el conocimiento
que es rico en relaciones. Puede ser pensado como una red conectada de conoci-
miento, una red en la que las relaciones de enlace son tan prominentes como las
piezas discretas de informacion. Las relaciones impregnan los hechos y las propo-
siciones individuales de modo que todas las piezas de informacidn se relacionen

con alguna red. (pp. 3-4).

Es decir, los conceptos son las ideas con las que pensamos; relacionan y organizan he-
chos. El hecho de considerar tres niveles se debe a que estos hechos pueden formar es-
tructuras conceptuales relacionandose. Por lo que aqui vamos a distinguir entre hechos,

conceptos y estructuras (Fernandez-Plaza, 2016).

Hechos. Los hechos son unidades de informacion y sirven como registros de aconteci-
miento. Estos forman el nivel basico del &mbito conceptual, el cual precisamos para ana-
lizar un contenido matematico. Aqui se pueden distinguir cuatro aspectos: términos, nota-
ciones, convenios y resultados (Rico, 1997). Se definird a continuacion, basandonos en lo
expresado por Fernandez-Plaza (2016) y Rico (1997), cada uno de ellos:

e Términos: son las palabras que se utilizan para denominar los objetos, nociones,

relaciones y operaciones de un tema matematico.
e Notaciones: constituyen los simbolos mediante los cuales se presentan los concep-

tos del tema y se expresan sus propiedades, relaciones y operaciones.
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e (Convenios: son acuerdos tomados, explicita o implicitamente, de uso frecuente.
e Resultados: son aquellas inferencias basicas que se deducen de los hechos concep-

tuales anteriores.

Conceptos. Los conceptos describen una relacion o regularidad entre un grupo de hechos
y se ubican en el segundo nivel de complejidad. Los conceptos establecen una clase o

conjunto de estudio (Ferndndez-Plaza, 2016; Rico, 1997).

Estructuras. En el Gltimo nivel de complejidad se ubican las estructuras matematicas, que
son aquellas que se originan a partir de los conceptos, de las transformaciones y relacio-
nes entre ellos y de las operaciones y propiedades asociadas a estos (Fernandez-Plaza,

2016).

3.5.1.2. Campo procedimental

En primer lugar, al igual que antes, se expondra qué es el conocimiento procedimental

segin Hiebert y Lefevre (1986):

El conocimiento procedimental consiste en algoritmos, o reglas, para completar
tareas matematicas. Son instrucciones paso a paso que le indican como completar
las tareas. Una caracteristica clave de los procedimientos es que se ejecutan en
una secuencia lineal predeterminada. Es la naturaleza claramente secuencial de los
procedimientos lo que probablemente les diferencia de otras formas de conoci-

miento. (p. 6).

Esto es, los procedimientos son las diferentes maneras de ejecucion de una tarea matema-
tica (Rico, 1997). En este campo se consideran las operaciones, propiedades y métodos
matematicos, sus modos de procesamiento y el conocimiento que sostiene. Al igual que
en el campo conceptual, se van a distinguir tres niveles relacionados con los anteriores:
las destrezas, que procesan hechos, los razonamientos, que procesan conceptos, y las es-

trategias, que procesan estructuras (Fernandez-Plaza, 2016).

Destrezas. Las destrezas consisten en el procedimiento secuenciado de contenidos basi-

cos, a través del uso de convenios y la manipulacion de las notaciones relacionadas. En
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este apartado se analizara las reglas, operaciones y algoritmos relacionados con el conte-

nido en cuestion (Fernandez-Plaza, 2016).

Razonamientos. Los razonamientos involucran el procesamiento de relaciones e inferen-
cias logicas entre conceptos (Rico, 1997). Hay cuatro tipos diferentes de razonamientos:
logico-deductivo, inductivo, analdgico y figurativo (Fernandez-Plaza, 2016). Aqui se ob-
servara las demostraciones que se realizan y cuales no y el orden en el que estas se mues-

tran.

Estrategias. Las estrategias involucran el procesamiento de conceptos y la conexion de
razonamientos, vinculados con una o varias estructuras para responder a una cuestion o
problema (Fernandez-Plaza, 2016). Es decir, en este punto se estudiaran los pasos o mé-

todos que se ofrecen al estudiante para resolver un determinado problema.

3.5.2. Sistemas de representacion
Las representaciones matematicas son todas aquellas herramientas (signos o graficos) que
muestran los conceptos y procedimientos matematicos y las cuales permiten que se pueda
interactuar con el conocimiento matematico, es decir, registran y transmiten su conoci-
miento sobre las matematicas. Su interés didactico proviene del hecho que las personas
asignan significados y comprenden las estructuras matematicas a través del trabajo con
las diferentes representaciones (Radford, 1998; citado en Rico, 2009).

Ahora bien, estas representaciones pueden estructurarse, segin sus caracteristicas y
propiedades, en distintos sistemas de representacion. Cada uno de estos sistemas forma su
propio conjunto de notaciones, simbolos y graficos y posee unas determinadas reglas y
convenios. Por lo que los sistemas de representacion pueden clasificarse en dos grandes
grupos (Lupianez, 2016; Rico, 2009):

e Las representaciones simbolicas: son aquellas que incluyen simbolos alfanuméri-

cos que se emplean con ciertas reglas de procedimiento.

e Las representaciones grdficas: son aquellas de tipo figurativo, poseen también

unas reglas de composicion y convenios de interpretacion.
Ademas, seglin el concepto del que se trate, aparecen otros sistemas de representacion a

partir de estos dos.
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También, las representaciones matematicas se pueden manipular, procesar, operar y
convertir, mostrando de esta manera una gran variedad de propiedades y relaciones es-
tructurales de los conceptos matematicos. Se van a clasificar estas acciones en dos grupos
principales (Lupianez, 2016):

e Procesamientos de un sistema: son transformaciones de las representaciones en el
mismo sistema donde fueron creadas.

e Conversiones entre sistemas: son traducciones de una determinada expresion rea-
lizada en un cierto sistema, a la expresion de esa misma nocidn en otro sistema di-
ferente.

Varios autores han sefialado que se precisa utilizar diversas representaciones para poder
captar la estructura de un concepto con toda su riqueza y complejidad. También, resulta
necesario traducir de un tipo de representacion a otro los conceptos matematicos para po-
der asegurar la comprension y el aprendizaje de dichas nociones (Lupianez, 2016).

En este trabajo se analizardn los sistemas de representacion utilizados en cada ma-
nual para cada concepto matematico. Ademas, sera interesante fijarse en los procesamien-

tos de un sistema y las conversiones entre sistemas en los mismos.

3.5.3. Sentido y modos de uso de un concepto
En este apartado se consideraran dos vias para identificar el sentido de un concepto ma-
tematico. Por un lado, considerando los conceptos como acciones que organizan fenéme-
nos; y, por otro lado, destacando los usos y aplicaciones técnicas de las matematicas para
resolver problemas de la vida real y de las ciencias (Rico, Flores y Ruiz-Hidalgo, 2015;
Ruiz-Hidalgo, 2016).

Se observaran y analizaran los siguientes aspectos relativos al sentido de los concep-
tos matematicos basandonos en lo expuesto por Puig (1997), Rico (2009) y Ruiz-Hidalgo
(2016):

e Términos y modos de uso cotidianos: pueden provenir de un origen matematico o
pertenecer al vocabulario cotidiano. En este tltimo caso estd condicionado del uso

cotidiano del estudiante de dicho concepto.
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e (Contextos matemadticos: son descripciones de como los conceptos y estructuras
matematicas atienden y responden, como instrumentos de conocimiento, a unas
necesidades intelectuales o practicas determinadas.

e Fenomenos: otro método consiste en identificar los fenomenos de los que tal con-
cepto o estructura surge y a los que organiza. Estos estan relacionados con el ané-
lisis propuesto por Freudenthal, quien establece que “los fenomenos para los que
tal concepto o estructura es un medio de organizacion”. Dicha propuesta, tiene di-
ferentes tipos de fenomenologia: fenomenologia, fenomenologia didactica, feno-
menologia genética y fenomenologia histérica. En el primer caso, trata de analizar
el modo en que se han organizado el concepto para detectar los usos actuales. En
el caso didéctico, se encuentra los fenomenos propuestos en las secuencias de en-
sefianza, aquellos presentes en el mundo del alumno. En el caso genético, inter-
vienen aquellos fenomenos originados por el desarrollo cognitivo de los estudian-
tes. En el ultimo caso, trata de identificar los problemas que dieron origen a un
concepto a lo largo de la historia.

e Situaciones: son aquellos ambitos del mundo del estudiante en la cual se situa la
tarea. Aportan sentido a los contenidos matematicos en los libros de texto en que
aparecen, identificando ambitos de actividad y usos del concepto. El marco de es-
tudio PISA considera cuatro tipos de situaciones para analizar, las cuales son si-

tuaciones personales, laborales, sociales y cientificas.

3.6. DESCRIPCION DE LA MUESTRA Y SELECCION DE

TEXTOS

Antes de comenzar con el analisis se va a describir el proceso realizado para la seleccion
de los libros de texto. Para ello, en primer lugar, se han seleccionado las siguientes titula-
ciones de las universidades andaluzas: Grado en Matematicas, Grado en Fisica, Grado en
Ingenieria Industrial, Grado en Ingenieria Informatica y Grado en Ingenieria Quimica.

Una vez seleccionadas estas titulaciones, se han recopilado las guias docentes de las asig-

20



naturas de primer curso en las que aparecia el calculo integral de una variable, con el fin
de estudiar la bibliografia recomendada en dichas guias docentes.

Una vez recopiladas todas las guias docentes, se procedio a realizar una tabla de fre-
cuencias de los textos que aparecen en la bibliografia recomendada. Para ello, se clasifi-
caron los textos por su titulo, su autor y la editorial, y se obviaron la diferencia de edicion
y aflo para realizar el recuento. Ademas, cabe mencionar que se ha tenido en cuenta si el
texto aparecia en la bibliografia basica o en la complementaria, otorgandole a aquellos
que apareciesen en la primera el doble de valor para el recuento que aquellos que apare-
ciesen en la segunda.

A continuacion, mostraremos en la Tabla 3.2 los textos mas frecuentes en el analisis
realizado sobre las guias docentes de las titulaciones mencionadas de las universidades

andaluzas.

Tabla 3.2
Tabla de frecuencia de aparicion de los textos en las guias docentes. Casos mas frecuen-
tes

Autor Titulo Frecuencia
Larson, R. y Edwards, B. H. Calculo 1 de una variable 30
De Burgos, J. Calculo Infinitesimal de una Variable 22
Garcia, A., Garcia, F., Gutiérrez, A., Calculo I: Teoria y problemas de

Lopez, A., Rodriguez, G. y de la Villa, A. Analisis Matematico en una variable 17
Bradley, G. y Smith, K. Calculo de una variable 17

Problemas resueltos de Calculo en una

Tomeo, V., Uia, I. y San Martin, J. variable 14
Ayres, F. y Mendelson, E. Calculo diferencial e integral 11
Stewart, J. Calculo diferencial e integral 10
Spivak, M. Calculus 10
Apostol, T. M. Calculus 10

Como se puede observar los textos que mas aparecen son “Calculo 1 de una variable” de
Larson y Edwards (2010), y “Calculo Infinitesimal de una Variable” de Burgos (2007),
por lo que son los dos textos que se han elegido para el analisis. Cabe mencionar que el
texto de Larson y Edwards (2010) no aparece en ninguna bibliografia de las guias docen-

te de la titulacion del Grado en Matemadticas, mientras que el texto de Burgos (2007) si lo
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hace en tres de las cinco que hay en Andalucia, estando en dos de ellas en la bibliografia
basica.

Una vez elegidos los textos, se va a mencionar a continuacion los contenidos que se
analizaran de ellos. Bernad (1976) afirma que “es innecesario recorrer todos y cada uno
de los capitulos o unidades didacticas de que consta cada texto, para formarse una idea
cabal del mismo” (p. 51). Por lo que aqui se analizaran los siguientes contenidos relativos
al calculo integral, dividiéndolo en tres secciones:

e FEl concepto de primitiva: introduccion, definicion, notacion, integral indefinida y
reglas basicas de integracion.

e FEl concepto de integral definida: introduccion, interpretacion, definicion, areas,
sumas superiores ¢ inferiores, suma de Riemann, integrabilidad y propiedades.

o El Teorema Fundamental del Calculo: introduccion, enunciado y demostracion de

los teoremas fundamentales del calculo y de la regla de Barrow.
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4. COMPARACION DE ASPECTOS
GENERALES

En primer lugar, se van a comparar aspectos generales de los textos, los cuales son los
siguientes: el modo de introduccion el capitulo del calculo integral, su estructura y la me-

todologia que se emplea en cada uno de los textos.

4.1. INTRODUCCION DEL CAPITULO DEL CALCULO

INTEGRAL

La introduccion que Larson y Edwards (2010) realiza del capitulo de la integral es la si-

guiente:

En este capitulo, se estudiara un importante proceso de calculo que esta estrecha-
mente relacionado con la diferenciacion-integracion. El lector aprenderd nuevos
métodos y reglas para resolver integrales definidas e indefinidas, incluido el teo-
rema fundamental del célculo. Posteriormente se aplicaran esas reglas para encon-
trar algunos términos como la funcion posicion para un objeto y el valor promedio

de una funcion. (p. 247).

Noétese que Larson y Edwards (2010) introduce la integral como un calculo relacionado
con la diferenciacion, asi como la necesidad de aprender una serie de métodos y reglas

para resolver integrales, dejando de lado el problema del area.
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Aunque es cierto que tras esto se muestra lo que se aprenderd en el capitulo en cada
apartado, y en el correspondiente al apartado del area se muestra lo que se tratard en ¢l

(véase la Figura 4.1).

El drea de una regién parabdlica puede aproximarse como la suma de las areas de rectdngulos. Conforme se incre-
menta el nimero de rectangulos, la aproximacion tiende a ser cada vez mas exacta. En 1a seccidn 4.2, el lector
aprenderd como se puede usar el proceso de limite para encontrar &reas de una variedad de ancho de regiones,

Figura 4.1. Célculo del area bajo una curva (Larson y Edwards, 2010, p. 247)

Ademas de esto, también se incluye un ejemplo de un problema de la vida real que con-
tiene el capitulo.

Por otro lado, Burgos (2007) realiza la siguiente introduccion del capitulo:

Bien mirado, detras de cuanto se dice aqui, en este capitulo, esta el llamado «pro-
blema del area», es decir, viene todo ello a cuento de como dar con el area de una

figura plana, indagando al tiempo si tal area existe. (p. 282).

A diferencia de Larson y Edwards (2010), Burgos (2007) comienza introduciendo el capi-
tulo con el problema del area, dando de esta forma sentido a la integral a través del area.
A continuacion, se trata el problema del area, para ello se mencionan las reglas que go-
biernan el proceso de atribuir area a los conjuntos, esto son los axiomas.

Finalmente, se sefiala que no se tratara el problema del area en general, sino unos ca-
sos particulares de figuras correspondientes a «regiones situadas bajo curvas». Con res-
pecto a esto, se menciona como se pueden aproximar estas figuras mediante rectdngulos
(desde dentro y desde fuera) haciendo la anchura de los rectangulos cada vez mas peque-

fas, de forma que el numero de rectangulos tendera a infinito.
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Figura 4.2. Célculo del area bajo una curva (Burgos, 2007, p. 283)

Podemos observar como las introducciones de ambos libros son bastante diferentes, aun-
que también tienen algo en comun, esto es que se presenta el calculo del area bajo una
curva mediante una aproximacion a través de la suma de rectangulos. A pesar de este
punto comun, se presentan ciertas diferencias respecto a esto. Por un lado, Larson y
Edwards (2010) usa varias representaciones graficas para explicar el proceso de aproxi-
macion de las sumas de areas de rectangulos al area bajo la curva. Por otro lado, Burgos
(2007) tan solo muestra una representacion grafica, explicando con palabras de manera

mas rigurosa dicho proceso de aproximacion.

4.2. ESTRUCTURA

La estructura de los textos de Larson y Edwards (2010) y Burgos (2007) son muy diferen-
tes en lo a la integral se refiere, tanto en el orden como en la disposicion. Cabe destacar
que en Larson y Edwards (2010) el capitulo se llama «Integraciony», mientras que en

Burgos (2007) el capitulo se llama «Integrales.

Tabla 4.1
Estructura del capitulo del cdlculo integral en cada texto
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
1. Antiderivadas o primitivas e integracion 1. Funciones integrable Riemann.
indefinida.

2. Propiedades de la integral.
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Tabla 4.1
Estructura del capitulo del cdlculo integral en cada texto

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
2. Area. 3. El teorema fundamental del calculo.
3. Sumas de Riemann e integrales definidas. 4. Busqueda de primitivas
4. Elteorema fundamental del calculo. 5. La integral como limite de sumas
(proyecto de trabajo: demostracion TFC) 6. Integracion numérica aproximada.
5. Integral por sustitucion 7. Integrales impropias.

6. Integracién numérica 8. Aplicaciones geométricas de la integral.

Podemos observar como Larson y Edwards (2010) comienza el capitulo con las primiti-
vas o antiderivadas (esto es la integracion indefinida) mientras que Burgos deja este apar-
tado al punto 4, mostrando primero las funciones integrables Riemann. Esto tiene espe-
cial importancia en cdmo va a ser introducida la integral en un libro u otro. Larson y
Edwards (2010) prefiere que se presenten primero los métodos o reglas para hallar primi-
tivas para después tratar el problema del area, asi como la teoria relativa a las integrales
definidas. Por otro lado, Burgos (2007) presenta primero que son las funciones integra-
bles Riemann, sus propiedades y el teorema fundamental del calculo, aunque cabe desta-
car que las aplicaciones geométricas se dejan para el final del capitulo.

El resto de apartados se dedican a la integracion por sustitucion y la integracion nu-
mérica en Larson y Edwards (2010), y a la integral como limite de sumas, la integracion
numérica y las integrales impropias en Burgos (2007). Hay una pequefia diferencia, ya
que en Burgos (2007) se dedica un apartado a una nueva definicion de integral como el
limite de sumas.

Hay que tener en cuenta también, que Larson y Edwards (2010) dedica otros capitu-
los a otros contenidos relativos a la integral: las aplicaciones de la integral; las técnicas de
integracion e integrales impropias; y la integracion de algunas funciones como logarit-

mos, exponenciales, etc.
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4.3. METODOLOGIA

En el aspecto metodologico, Larson y Edwards (2010) incorporan gran cantidad de he-
rramientas metodologicas y presentan los contenidos de manera vistosa, mientras que
Burgos (2007) no hace referencias a herramientas metodologicas que ayuden a explicar y
entender el contenido.

Un aspecto muy importante para la compresion de los contenidos son los ejemplos
empleados. Con respecto a esto, a pesar de que Burgos (2007) utiliza algunos ejemplos la
cantidad es mucho menor a la empleada por Larson y Edwards (2010). Larson y Edwards
(2010), muestran varios ejemplos para todos los contenidos ayudando de esta forma a que
el alumno pueda resolver otros problemas o integrales por si mismo con mayor facilidad.
A lo largo de los capitulos 5, 6 y 7 en los que se comparan los contenidos se mostraran
algunos de los ejemplos usados por ambos textos.

Algunas de las herramientas metodolégicas empleadas por Larson y Edwards (2010)
son: (a) uso complementario de la tecnologia para ayudar a la compresion de los concep-
tos (Figura 4.3); (b) ayudas de estudio que se presentan en el margen del texto como
complemento; (c) una gran cantidad de notas aclaratorias y sobre errores que se suelen

cometer; (d) empleo de estrategias para ayudar a resolver los problemas.

TECNOLOGIA Algunos
programas de software tales como
Maple, Mathematica'y el TI-89,
son capaces de efectuar
simbdélicamente la integracion.

Si se tiene acceso a estas
herramientas de integracién
simbdlica, utilizarlas para calcular
las integrales indefinidas del
ejemplo 3.

Recordar que
la respuesta puede verificarse por
derivacion.

Figura 4.3. Nota sobre el uso de tecnologia y ayudas de estudios (Larson y Edwards,
2010, pp. 251-252)
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5. COMPARACION SOBRE EL
TRATAMIENTO DEL CONCEPTO DE
PRIMITIVA

En este capitulo se comparara el concepto de primitiva en ambos textos con base en el
analisis de contenido. Los apartados de cada texto a comparar son «Antiderivadas o pri-
mitivas e integracion indefinida» de Larson y Edwards (2010) y «Busqueda de primiti-

vas» de Burgos (2007).

5.1. ESTRUCTURA CONCEPTUAL

5.1.1. Términos/Notaciones
En primer lugar, mencionaremos los términos que se usan en cada libro a través de la Ta-

bla 5.1.

Tabla 5.1
Terminos de la primitiva en cada texto
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
e Funciéon e Funciéon
e Antiderivada e Antiderivada
e Primitiva e Primitiva
e Constante de integracion e Integral indefinida
e Solucion general e Derivada
e Ecuacion diferencial
e Integracion
e Integral indefinida
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Tabla 5.1
Términos de la primitiva en cada texto

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

e Derivada

Las diferencias notables que podemos encontrar en los términos es que Burgos (2007) no
menciona que hay que afiadir una constante, tan solo lo expresa de manera matematica
sumando una C a una primitiva. Las otras ausencias de términos en Burgos (2007) con
respecto a Larson y Edwards (2010) se deben a que este ultimo nos muestra las ecuacio-
nes diferenciales en el capitulo.

A continuacidn, se muestra la Tabla 5.2 con las notaciones usadas para las primitivas

en ambos textos.

Tabla 5.2
Notaciones de la primitiva en cada texto
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
v _ f(x) =dy = f(x)dx = Notacion de Leibniz: | f(x)dx (integral
ax indefinida de f) para designar a una cualquiera
y=Jf(x)dx =F(x) + C. de las funciones primitivas de f en

I.[ f(x)dx = F(x) + C.
Se usa d[f (x)] para expresar la derivada:
d[[ f(x)dx] = f(x)dx

Se usa dF (x) en la integral para denotar a
F'(x)dx.

Se usa % [f (x)] para expresar la derivada:

L{J f@dx] = f ()

En ambos libros se usa la notacion de Leibniz para expresar las integrales, pero la dife-
rencia entre ambos es que Burgos (2007) sefiala que se trata de la notacién de Leibniz,
mientras que Larson y Edwards (2010) la usa sin mencionar nada mas. Ademas, Larson y
Edwards (2010) justifica la integral indefinida operando con la notacion dx, dy como po-
demos observar en la Tabla 5.2.

A parte de estas diferencias, la notacion usada en ambos textos es similar, como pue-
de observarse en la Tabla 5.2. En ambos se usan las letras mintisculas para expresar las
funciones del integrando, mientras que se usan las letras mayusculas para expresar las

primitivas. También se denota a las constantes con una C mayuscula.
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Cabe destacar también que en Larson y Edwards (2010) hay un apartado llamado
«notacion para antiderivadas y primitivasy, ademas de una nota en el margen izquierdo

con el significado de la notacion usada (véase la Figura 5.1).

@1 En este texto, la notacién
Jfx)dx = F(x) + C significa que F es
una antiderivada o primitiva de f en un
intervalo. ]

Figura 5.1. Explicacion de la notacion de una primitiva (Larson y Edwards, 2010, p. 249)

Burgos (2007) también menciona que se va a mostrar la notacion que se utiliza tal como

puede verse en la Figura 5.2.

'\ PRIMITIVAS E INTEGRAL INDEFINIDA

Antes de comenzar con los métodos de célculo de primitivas, empecemos
recordando los conceptos y definiciones que aqui nos van a interesar, resumien-
do anteriores resultados y hablando acerca de la notacién que en esto se utiliza.

Figura 5.2. Inciso sobre la notacion (Burgos, 2007, p. 325)

5.1.2. Convenios
Al usar ambos textos la notacion de Leibniz los convenios tomados de manera implicita
son similares en ambos textos. Ahora bien, también se va a considerar como muestran de
manera explicita como se lee una determinada expresion, tal como se muestra en la Tabla

5.3.

Tabla 5.3
Convenios de la primitiva empleados en cada texto
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
La expresion | f(x)dx se lee como la La expresion | f(x)dx se lee como la «integral
«antiderivada o primitiva de f con respecto a de f(x) diferencial de x» o «integral de f(x)».

X Enella, a | se le llama simbolo de la integral y

A f(x) se le llama «integrando» y la se dice que f(x) es el «integrando».
diferencial de dx sirve para identificar a x
como la variable de integracion.

30



Podemos observar que hay diferencias en como se lee la expresion [ f(x)dx segin cada
texto. En primer lugar, mientras que Larson y Edwards (2010) leen «antiderivada o primi-
tiva de f», Burgos (2007) lee en su lugar «integral de f(x)»; y, en segundo lugar, mien-
tras Larson y Edwards (2010) leen dx como «respecto de x», Burgos lee simplemente
«diferencial de x». Es decir, Burgos (2007) muestra la lectura de la expresion simbolo
por simbolo, mientras que Larson y Edwards (2010) la trata como un conjunto y la expre-
sa con un lenguaje menos formal y més explicativo.

En cuanto a la denominacion de f(x) es la misma en ambos. Las ultimas diferencias
son que Larson y Edwards (2010) sefala para qué sirve la diferencial dx, mientras que
Burgos (2007) no lo hace; y que Larson y Edwards (2010) no muestra como se le llama a

[, mientras que Burgos (2007) si lo hace.

5.1.3. Resultados
Con respecto a los resultados, relativo al contenido de primitiva no hay muchos, tan solo
el teorema de representacion de primitivas que se define en cada texto como se muestra a

continuacion en la Tabla 5.4.

Tabla 5.4
Teorema de representacion de primitivas en cada texto

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

Si F es una antiderivada de f en un intervalo  Si F es una primitiva de f, en I, entonces f

I, entonces G es una antiderivada de f en el admite como primitivas a las funciones G:I = R,
intervalo I siy sélo si G es de la forma x> G(x)=F(x)+C,paracadaC € R,ysoloa
G(x) = F(x) + C, paratodo x en I, donde C tales funciones.

€S una constante.

Aunque no hay diferencias de contenido en el resultado, puede observarse como la forma

de enunciarlo es diferente.

5.1.4. Conceptos
En ambos textos se define en primer lugar la primitiva de una funcién de la siguiente

forma.

Tabla 5.5
Definicion de primitiva en cada texto




Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

Se dice que una funcion F es una antiderivada  Se dice que una funcion F: I — R es una
o primitiva de f, en un intervalo I si F'(x) = primitiva (o antiderivada) de f si F es derivable
f(x) para todo x en 1. yF'(x) = f(x) parax € I.

La diferencia mas llamativa entre ambos es que en Burgos se pide que F sea derivable
mientras que en Larson y Edwards (2010) no, aunque es cierto que en Larson y Edwards
(2010) esa condicion viene implicita en el hecho de que exista F'(x), por lo que podria
omitirse dicha condicion. Hay otras diferencias que también merecen sefialarse. Por un
lado, en Burgos (2007) se especifica que el dominio de F es I, el cual no se sefiala que
sea un intervalo (aunque el uso de la letra I podria interpretarse que si lo es). Mientras
que, por otro lado, en Larson y Edwards (2010) no se especifica el dominio de F, pero
define la primitiva en un intervalo I.

A continuacion, se muestra la definicion de integral indefinida dada por ambos tex-

tos.
Tabla 5.6
Definicion de integral indefinida en cada texto
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

Se define la integracion indefinida de una Si f es continua en I, entonces la funciéon x +—
funcion como la operacion para resolveruna [ * f es una primitiva de f en I (donde a € I es

S . d a . . . .
ecuacion diferencial de la forma ﬁ = f(x).  cualquiera), que se llama integral indefinida de f
Se define la integral indefinida como correspondiente al punto a.

sinénimo de antiderivada.

La definicion de integral indefinida es totalmente diferente entre ambos textos. Por un
lado, Larson y Edwards (2010) se define como una operacion para resolver una ecuacion
diferencial, mostrandose asi que proviene de la derivada. Ademas, se senala que dicho
término es sinénimo de antiderivada. Por otro lado, Burgos (2007) (en el que se han pre-

sentado las integrales definidas anteriormente) define la integral indefinida correspon-
diente a un punto a de un cierto intervalo como una primitiva concreta de f, x - f: f.

Ademas, se pide que f sea continua en dicho intervalo.
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5.1.5. Destrezas
En este apartado vamos a analizar las integrales inmediatas o reglas bésicas de integra-
cion que se proponen en cada texto, asi el como se presentan estas.

En primer lugar, en ambos textos se menciona que estas se obtienen a partir de las
reglas de derivacion (leyéndolas de derecha a izquierda). La diferencia principal al intro-
ducir estas integrales inmediatas es que Burgos sefiala que las integrales son validas en
aquellos intervalos donde sus integrandos son funciones continuas. A continuacién, se

mostrara las tablas presentadas en cada texto:

X dx
Xdx=——+C (p#-1) —=Llx|+C
pt+l x
1
dx=e"+ a'de= —a'+
je erc j Latc
J‘senxdx= —cosx + C J.cosxdx=senx+ C
dx dx
——=—cgx+C J. — =tgx+C
sen‘x cos‘x
fsn:«t:=cm+c J.Chxdx=th+C

dx 1 X | x
x’+a’=amlga+c=_amdga+c

LA A el
£—a 2a |x+a

_[=(1/a)Arg Th(ya) + C, si |x/al <1
B —(1/a) Arg CC. (x/a) + C, si (x/a)>1

dx x x

———— = arcsen - = —arccos -
- TG +C

\/"‘x‘ a a

dx T

= L(X + \/a‘ + X‘) +C= ArgSh (xfa)+ C

V&t + 2

dx _[ L(x+y¥—a) + C=Arg Ch(x/a) +C, si x>a>0
Ve—a |-L(~x+y¥—a’)+C=—ArgCh(=x/a)+C, si x<—a<0

Figura 5.3. Tabla de integrales inmediatas (Burgos, 2007, p. 327)
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Reglas basicas de integracién

Formula de derivacidn drmula de integracidn

d

‘II[(‘] 0

0 dx
;‘[h] § kidx = kx4
i‘: [kf()] = kf1x) kf(x) dx LJ’Ilnhb

g U0 = (0] = £1) = ¢ '0) [£(0)  g(0)] de J""‘“ B Jm)m

d
dx

J
J
J
J
fze
‘h [wn x] = cos x fuu x dx
J
J
J
J
J

(] = ax!

n 1

f [cos x] sen X sen x dx cosx + C
(e8]

d 2
* [tan x] = sec x

dx

sec?xdx = tanx +

d =
h[wc x] = sec x tan x sec x tan x dx + €
‘

d 4
7 [eot x] csc?x cse? x dx cotx +C
dx

[ese x] osC x oot X e8¢ x cot x dx x+C

Figura 5.4. Tabla de reglas de integracion (Larson y Edwards, 2010, p. 250)

Como podemos ver en la Figura 5.3 y Figura 5.4, Larson y Edwards (2010) incluyen las
propiedades de linealidad de la integral en la tabla de reglas bésicas de integracion. Ade-
mas, colocan al lado las reglas de derivacion para ayudar al estudiante a comprender me-
jor la proveniencia de estas nuevas reglas de integracion. Sin embargo, no se incluyen
algunas integrales inmediatas como 1/x ni las exponenciales, esto se debe a que estas
funciones son tratadas por Larson y Edwards (2010) en otro capitulo aparte, tanto la deri-
vada como la integral.

Por otro lado, Burgos (2007) si incluye las integrales de estos tipos de funciones
mencionados, ademas de otras que no incluye Larson y Edwards (2010) como son las
funciones hiperbolicas y aquellas que dan como resultado de la integral las funciones in-
versas trigonométricas o inversas hiperbolicas. Podemos observar, por tanto, que la tabla
ofrecida por Burgos (2007) es mucho mas amplia, con mayor tipo de funciones.

Podemos destacar también que en ambas tablas se usa la x como variable de integra-
cion y no se hace uso de la regla de la cadena en el caso de que la variable de la funcion
que queramos integrar sea otra funcion.

Por ultimo, cabe mencionar que Burgos (2007) relata que la inmediatez de las inte-

grales es relativa, para unas personas seran ciertas integrales inmediatas mientras que pa-

34



ra otras no. Es por ello que anade otra gran lista de integrales que podrian considerarse
como inmediatas, aunque no tienen relacion con las reglas basicas derivadas y algunas de

ellas no parecen demasiado simples.

5.1.6. Razonamientos
En este apartado vamos a analizar las demostraciones que se realizan en este apartado.
Como hemos visto en el apartado de resultados, tan solo hay un teorema (el de represen-
tacion de primitivas) en esta seccidon por lo que tan solo hay una posible prueba. En am-
bos textos se demuestra dicho teorema, pero en Burgos (2007) la demostracion se en-
cuentra en un capitulo anterior (p. 215), junto con el teorema del valor medio.
La demostracion se realiza en ambos libros de la misma forma, mediante doble im-

plicacién, en un sentido es inmediata y en el otro a través del teorema del valor medio.

5.1.7. Estrategias

Con respecto a las estrategias, Burgos (2007) es bastante pobre en este aspecto, es un li-
bro mas lineal y no muestra ningun tipo de estrategia que ayude a resolver las integrales.
En este sentido, Larson y Edwards (2010) ofrece una estrategia para ayudar a resolver

integrales mediante las reglas basicas de integracion (véase la Figura 5.5).

Integral original Reescribir Integrar Simplificar

Figura 5.5. Estrategia para resolver integrales (Larson y Edwards, 2010, p. 251)

Como podemos ver en la imagen, se ofrecen una serie de pasos que se deben realizar para
resolver una integral de manera adecuada. A partir de la integral original, en primer lugar,
se pide que se reescriba dicha integral para que me quede de la misma forma que una de
las que aparecen en la tabla de reglas basicas de integracion. Tras esto, se puede aplicar
las reglas de integracion y por ultimo simplificar el resultado. Ademads, se dan varios

ejemplos de como proceder para realizar dichos pasos.
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EJEMPLO 3 Reescribir antes de integrar

Integral original Reescribir Integrar Simplificar

1 x5S e 1 2
a) jx‘lh j.r dx 5 + C 33 + C

v2 X33 2
b) | Vxdx xV2dx 32 C 3.x + C
c) jl sen x dx 2Jscn.x de  2(=cosx) + C 2cosx + C

Figura 5.6. Ejemplos de primitivas (Larson y Edwards, 2010, p. 251)

5.2. SISTEMAS DE REPRESENTACION

En ambos textos el sistema de representacion que mas aparece es el algebraico. Ahora
bien, Burgos (2007) practicamente no emplea procesamientos en dicho sistema, pues los
ejemplos escasean. Larson y Edwards (2010), sin embargo, emplea una gran cantidad de
procesamientos en dicho sistema, para dar explicacion de determinados conceptos y en
numerosos ejemplos.

En cuanto al sistema de representacion grafico, Burgos (2007) no expone ninguna
grafica en este epigrafe, mientras que Larson y Edwards (2010) emplea dicho sistema pa-
ra representar funciones con diferentes condiciones que sirven para resolver una ecuacion
diferencial o bien para mostrar la forma que tendrian las funciones que resultan de una

integral segun el valor de la constante.

Funciones de la forma y = 2x + C
Figura 4.1

Figura 5.7. Grafica de soluciones particulares (Larson y Edwards, 2010, p. 249)
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Las conversiones existentes en Larson y Edwards (2010) entre ambos sistemas mencio-
nados son del sistema de representacion algebraico al grafico, tal como vemos en la Figu-

ras.7.

5.3. SENTIDOS Y MODOS DE USO

En este apartado Larson y Edwards (2010) es el inico que ofrece determinadas aplicacio-
nes a los conceptos tratados, pues Burgos (2007) no menciona nada al respecto. Se mos-
trardn a continuacion las aplicaciones que se presentan en Larson y Edwards (2010).

Por un lado, se presenta las condiciones iniciales y soluciones particulares, aqui se
muestra como calcular una solucién particular conociendo un punto por el que pasa la
funcion (condicion inicial), esto es, como resolver una ecuacion diferencial usando las
integrales.

Por otro lado, se muestra una situacion real en la que se aplica a través de un ejemplo
sobre movimiento vertical, en el que hay que integrar dos veces la aceleracion para obte-

ner la altura del objeto (conocidas las condiciones iniciales).

EJEMPLO 8 Solucién de un problema de movimiento vertical

Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo a partir
de una altura inicial de 80 pies.

a) Encontrar la funcién posicién que expresa la altura s en una funcién del tiempo 1.
b) ;Cudndo llegard la pelota al suelo?

Figura 5.8. Problema de movimiento vertical (Larson y Edwards, 2010, p. 254)
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6. COMPARACION SOBRE EL
TRATAMIENTO DEL CONCEPTO DE
INTEGRAL DEFINIDA

Aqui se analizaran diferentes secciones de cada libro del capitulo de integrales mostradas
anteriormente en la estructura de los textos. Por un lado, las secciones «Area» y «Sumas
de Riemann e integrales definidas» de Larson y Edwards (2010) y, por otro lado, las sec-
ciones «Funciones integrable Riemann», «Propiedades de la integral» y «La integral co-

mo limite de sumasy» de Burgos (2007).

6.1. ESTRUCTURA CONCEPTUAL

6.1.1. Términos/Notaciones
En primer lugar, mencionaremos los términos que se usan en cada libro mediante la Tabla

6.1:

Tabla 6.1
Terminologia empleada para la integral definida en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
e Area e Area
e Region e Particion
e Rectangulo inscrito e Diametro
e Rectangulo circunscrito e Particion posterior
e Suma inferior y superior e Suma inferior y superior (de Darboux)
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Tabla 6.1
Terminologia empleada para la integral definida en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
e Limite e infimo y supremo
e Maximo y minimo e Maximo y minimo
e Particion e Integral inferior y superior
e Norma e Funcion integrable
e Subintervalo e Integrable (segiin Riemann o R-
e Suma de Riemann integrable)
e Integral definida o Integrabilidad de Riemann
e Limite superior e Integral
e Limite inferior e Limite inferior y superior de
o Integrabilidad integracion
e Integrable e Oscilacion

e Limite de sumas
e Suma de Riemann

Podemos ver importantes diferencias en los términos utilizados en cada texto. En primer
lugar, cabe mencionar el empleo de didmetro de una particion en Burgos (2007), mientras
que en Larson y Edwards (2010) se emplea el término norma. En segundo lugar, Burgos
(2007) especifica que las sumas inferiores y superiores consideradas son de Darboux,
mientras que Larson y Edwards (2010) no realiza ninguna apreciacion, tan solo dice suma
inferior y superior. Por otro lado, también cabe citar que Burgos (2007) expresa «integra-
bilidad Riemanny» e «integrable segun Riemanny, mientras que Larson y Edwards (2010)
hablan de integrabilidad o integrable a secas.

También hay ausencia de términos en un texto con respecto del otro. La primera y la
mas notoria, es la ausencia de términos como «regién» y «rectangulo inscrito y circuns-
crito» en Burgos (2007), aunque trabaja con estos no hace mencion a dichos rectangulos.
Es mas el término de «area» tan solo aparece en Burgos (2007) en la introduccion de la
seccion, no volviendo a tratar sobre areas el resto de la seccion, mientras que Larson y
Edwards (2010) si emplea con frecuencia los términos citados anteriormente, relacionan-
do la integral con el area.

Se puede destacar también el empleo de infimo y supremo por parte de Burgos

(2007), mientras que Larson y Edwards (2010) no lo hacen. Esto se debe a que en Larson
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y Edwards (2010) se trabaja con areas mayoritariamente, por lo que se supone que la fun-
cion es continua, luego siempre se alcanza el maximo y el minimo al tomar una particion.

Por ultimo, cabe destacar que Larson y Edwards (2010) hablan de «integral definida»
mientras que Burgos (2007) no menciona dicho término, tan solo hace alusion al término
«integral». Por otro lado, Burgos (2007) menciona y define la integral inferior y superior,
hecho que no ocurre en Larson y Edwards (2010).

Otros términos que aparecen en Burgos (2007) pero no lo hacen en Larson y
Edwards (2010) son el de particidon posterior y oscilacion.

Tras esto, se muestra en la Tabla 6.2 las notaciones usadas para las integrales defini-

das en ambos textos:

Tabla 6.2
Notacion empleada para la integral definida en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010)

Burgos (2007)

Uso de la notacion sigma para sumas,
Z?zl , donde suele preferirse i, j, k
para los indices.

Empleo de Ax para la longitud de los
subintervalos de la particion.

s(n) para la suma inferior y S(n) para
la suma superior.

f (m;) valor minimo y f(M;) valor
maximo de f(x) en el i-ésimo
subintervalo.

A para particiones y x; para los puntos
de la particion.

||A]|l para la norma de la particion.
Notacion similar a integrales

indefinidas: [ f (x)dx.

lim para los limites.
n—-oo

Uso de la notacion sigma para sumas,
n
i=1 -

Empleo de Ax; para la longitud de los
subintervalos de la particion.

P para particiones y x; para los puntos
de la particion.

s(P) para la suma inferior y S(P) para
la suma superior.

m; y M; el infimo y supremo de f en el
intervalo [x;_1, x;]

|P| para el didmetro de la particion.

f; fy f: f para la integral inferior y
aoerior.
Empleo de f;fy f(ff(x)dx para las

integrales.

lim para los limites y uso de la
n—-oo

notacion g, 6.

Aunque por lo general, la notacion es similar en ambos textos, podemos observar ciertas
diferencias en la Tabla 6.2 que comentaremos a continuacion. En primer lugar, la nota-
cion empleada para las sumas es la misma, pero en Larson y Edwards (2010) hay un apar-
tado dedicado a esta notacion sigma, ademds se menciona que se prefiere usar las varia-

bles i, j, k para los indices. En segundo lugar, aunque la notacion usada para los puntos de
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las particiones y longitudes de los subintervalos es la misma, para denotar a una particion
y su norma es diferente, pues Larson y Edwards (2010) emplea A para la particion y ||A||
para su norma, mientras que Burgos (2007) emplea P para la particion y |P| para su dia-
metro (equivalente a norma en este caso). Por ultimo, para las sumas inferiores y superio-
res, Larson y Edwards (2010) utilizan s(n) y S(n), respectivamente, mientras que Burgos
(2007) utiliza s(P) y S(P); por lo que la diferencia reside en que una suma depende del
valor n (nimero de puntos de la particion), mientras que la otra depende de la propia par-
ticion.

A parte de estas diferencias, cabe mencionar la notacion usada en ambos textos para

. ., b .
expresar la integral. Ambos textos emplean la notacion fa f (x)dx, sin embargo en

.y J ., b .
Burgos (2007) también se utiliza la notacién fa f para expresar la integral. Ambos textos
realizan una mencion a la notacién empleada en este concepto. Por un lado, Larson y

Edwards (2010) expresan que:

No es coincidencia que la notacioén para las integrales definidas sea similar a la
que se utiliz6 para las integrales indefinidas. Se vera la razon en la siguiente sec-

cion cuando se introduzca el teorema fundamental del calculo. (p. 273).

Por otro lado, Burgos (2007) realiza la siguiente apreciacion sobre la notacion empleada:

A pesar de que la notacion f: f es atinada y precisa, sin embargo es poco practica
cuando, como es usual, la funcién f viene dada mediante una expresion f(x), que
da el valor de f para cada x € [a, b]. En f: f (x)dx, la letra x representa a un va-
lor arbitrario de «la variable» y puede ser sistituida por cualquier otra (distinta de

las a,b y f); se dice que x es la letra «muday. (p. 289).

Cabe destacar también que ademas de esta apreciacion realizada en Burgos (2007), tam-
bién se menciona que dx no debe interpretarse como una diferencial multiplicando, sino
como un elemento mas de la notacion, que tan solo informa de quién es la variable. Ade-

mas, se hace referencia a las reglas nemotécnicas sin valor demostrativo que se pueden

b .
obtener de fa f (x)dx, aunque no menciona cuales son.
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6.1.2. Convenios
Se va a considerar a través la Tabla 6.3 los convenios que se establecen en cada texto pa-

ra la lectura de la expresion de integral.

Tabla 6.3
Convenios empleados para la integral definida en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
f; f (x)dx recibe el nombre de integral En f; f se dice que f es el integrando y que a
definida de f de a a b. El numero a es el limite y b son los limites inferior y superior de
inferior de integracion, y el niimero b es el integracion; la expresion ff f se lee «integral

limite superior de integracion. desde a hasta b (o entre a y b) de f»; la

expresion f: f(x)dx se lee «integral desde a
hasta b de f de x diferencial de x».

Observando la Tabla 6.3, podemos notar que a y b reciben el mismo nombre en ambos
textos. Ahora bien, en cuanto a la expresion f; f(x)dx hay pequeiias diferencias en los
convenios empleados. Por un lado, Larson y Edwards (2010) tan solo mencionan que re-
cibe el nombre de integral definida de f de a a b, mientras que, por otro lado, Burgos
(2007) expresa como se lee la expresion completa («integral desde a hasta b de f de x
diferencial de x»), siendo la diferencia notable el empleo de los términos «desde» y «has-
ta» y el afiadir la lectura de «diferencial de x».

Ademas, Burgos (2007) también expresa como se lee la expresion f: f,la cual no se

utiliza en Larson y Edwards (2010).

6.1.3. Resultados

Con respecto a los resultados, compararemos los resultados que aparecen en ambos li-
bros, haciendo también mencién de aquellos que tan solo aparecen en uno de ellos. Los
resultados que aparecen en ambos textos son: «continuidad implica integrabilidad», «pro-

piedad aditiva en intervalos» y «propiedad lineal de la integral definiday.

Tabla 6.4
Teorema «la continuidad implica integrabilidady en cada texto analizado
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Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

Si una funcioén f es continua en el intervalo Si f:[a, b] » R es una funcion continua en el
cerrado [a, b], entonces f es integrable en intervalo compacto [a, b], entonces f es

. b . :
[a, b]. Es decir, fa f(x)dx existe. integrable en [a, b].

El enunciado de este teorema es el mismo en ambos libros. La tnica diferencia es que en
Larson y Edwards (2010) se habla de intervalo cerrado, mientras que en Burgos (2007) se
habla de intervalo compacto en su lugar, aunque en este caso tiene el mismo significado.
Por otro lado, Larson y Edwards (2010) afirma también que f sea integrable en [a, b]
significa que ff f(x)dx existe.

Cabe mencionar ademas, que en Burgos (2007) también se presenta el resultado que
afirma que “la monotonia implica integrabilidad”, lo cual nos da un abanico mas amplio
de funciones integrables.

A continuacidn, vamos a mostrar tres propiedades de la integral que se encuentran en
la seccion «propiedades de la integral» en Burgos (2007), mientras que en Larson y

Edwards (2010) se encuentran en la propia seccion «Sumas de Riemann e integrales defi-

nidasy.
Tabla 6.5
Propiedad aditiva de intervalos en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
Si f es integrable en los tres intervalos cerrados Sea f:[a, b] = R una funcién acotada en el
determinados por a, b y c, entonces intervalo compacto [a, b] y sea ¢ € R un punto
b c b de [a, b], 0o sea a < ¢ < b. Entonces se verifica
f fx)dx = f f)dx + f f(x)dx que: la funcion f es integrable en [a, b] si, y
a a c solo si, loes en [a,c] y en [c, b]. Cuando estas

integrales existen, se verifica que:

fabf=f:f+fcbf

En esta propiedad, podemos observar diferencias notables. En la Tabla 6.5 podemos ver
que en Larson y Edwards (2010) se presupone la integrabilidad de f en todos los interva-
los posibles y entonces se verifica la igualdad dada, mientras que en Burgos (2007) afiade
el resultado que dice “la funcion f es integrable en [a, b] si, y solo si, lo es en [a,c] y en

[c, b]”, y cuando las integrales existen se verifica la igualdad.
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Tabla 6.6
Linealidad de la integral en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
Si f y g son integrables en [a, b] y k es una Si f vy g son dos funciones, reales, integrales
constante, entonces las funciones kf y f + g ambas en un intervalo compacto [a, b],
son integrables en [a, b], y entonces también es integrable la funcion hf +
kg, para cualesquiera que sean h, k € R, y se
b b
1. fa kf(x)dx =k fa f(x)dx verifica que
b b
2. x)+ g(x)])dx =
o6 £ 9] [ 160 + kgax
[, f@)dx + [ g(x)dx a

= hfbf(x)dx + kfbg(x)dx

El enunciado de la linealidad de la integral es esencialmente el mismo, pero hay pequefios
matices que nombraremos a continuacion. En primer lugar, y el mas llamativo es que en
Larson y Edwards (2010) se expresa que se verifican dos propiedades (linealidad respecto
al producto de una constante y linealidad respecto a la suma y diferencia), mientras que
en Burgos (2007) se expresan estas dos propiedades uniéndolas en una sola, aunque am-
bas muestran la linealidad de la integral. Por tultimo, sefalar también que en Larson y
Edwards (2010) se realiza la linealidad de la suma y diferencia, mientras que en Burgos
(2007) tan solo de la suma, aunque seria conveniente para la comprension por parte del
estudiante que viniera expresado mediante, al menos, una observacion sefialando que la

resta no es mas que sumar el opuesto.

Tabla 6.7
Monotonia de la integral en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
1. Si f es integrable y no negativa en el Si f y g son dos funciones, reales, integrales en
intervalo cerrado [a, b], entonces un intervalo compacto [a, b], entonces se
b verifica que
0< f f(x)dx [f(x) < g(x) paraa < x < b] =
a b b
dx < d
2. Si f y g son integrables en el intervalo fa fedx < f‘l g(x)dx
cerrado [a,b] y f(x) < g(x) parax en [a,b],  Caso particular: Si f es integrable en un
entonces intervalo compacto [a, b], entonces

fbf(x)dx - fbg(x)dx [f(x) = 0paraa < x < b] = [7 f()dx > 0




El enunciado de este resultado vuelve a ser en esencia el mismo. El tinico hecho resena-
ble es el hecho de que en Burgos (2007) se tome el caso en que f es no negativa como un
caso particular del resultado que compara las dos funciones, mientras que Larson y
Edwards (2010) este caso particular no se muestra como tal, sino que se expone antes del
que compara dos funciones.

Una vez comparados estos resultados, se van a comentar aquellos resultados que tan
solo aparecen en un texto, y que consecuencias y porqué motivos es asi.

Es en Burgos (2007) donde aparece una mayor cantidad de resultados, partiendo de
las propiedades de las particiones y de las sumas inferiores y superiores que no aparecen
en Larson y Edwards (2010).

Aunque si bien es cierto que las propiedades de las sumas inferiores y superiores no
aparecen en Larson y Edwards (2010) como tal, si se hace mencion acerca de que las su-
mas inferiores son menores que las superiores en una misma particion, apoyandose para
ello en una representacion grafica como podemos ver en la Figura 6.1.

En la figura 4.11, se puede observar que la suma inferior s(n) es menor o igual que la suma
superior S(n). Ademds, el drea real de la regién se encuentra entre estas dos sumas.

s(n) < (Area de regién) < S(n)
y y y
y = fix) 4 A y=fix)
y=flx)
- :
a b
El direa de los rectingulos Area de la region El drea de los rectangulos
inscritos es menor que circunscritos es mayor que el

el drea de la region drea de la region

Figura 4,11

Figura 6.1. Sumas inferiores y superiores (Larson y Edwards, 2010, p. 263)

También aparecen en Burgos (2007) propiedades de la integral inferior y superior, las
cuales no son mostradas en Larson y Edwards (2010). Es importante destacar que en
Burgos (2007) se muestran algunos criterios de integrabilidad, hecho que no ocurre en

Larson y Edwards (2010). Esto resulta importante porque nos muestra cuando son inte-
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grables las funciones, dandole formalidad y rigor al contenido. Larson y Edwards (2010)
se centran en tan solo las funciones continuas (las cuales son integrables) pues busca mas

la aplicacion hacia las areas que darle un rigor al texto.

Condicion de integrabilidad de Riemann. La funcién f:[a,b]— R, que
se supone acotada en el intervalo compacto [a,b], es integrable en [a,b]
si, y s6lo si, se verifica la siguiente condicion: para cada £ >0 existe una
particion P de [a,b] tal que S(P) — s(P) <E€&.

Figura 6.2. Condicidn de integrabilidad de Riemann (Burgos, 2007, p. 287)

Para finalizar, hay que mencionar un resultado que se muestra en Larson y Edwards
(2010), pero no en Burgos (2007). Este resultado es sobre el calculo del area bajo una
curva, la cual no es nombrada en Burgos (2007) en estas secciones mencionadas. Este
teorema, que podemos ver en la Figura 6.3, es un resultado directo que se sigue de las de-
finiciones dadas en Larson y Edwards (2010) para el area de una region y el de integral

definida.

TEOREMA 45 LA INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA DE UNA REGION

St f o8 continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, b), emtonces ¢l drea de la

regién acotada por la gréfica de f, del eje x y las rectas verticales x = a y x = bestd
dada por
'
b

Se puede usar wna wiegral definida pars Area [ fix) ds
determunar el drea de ka regada acotada por
lagrificadef deer,x~ayr=b (Ver la figura 4.21.)
Figura 4.21

Figura 6.3. La integral definida como area de una region (Larson y Edwards, 2010, p.

274)

6.1.4. Conceptos
Vamos a analizar ahora los conceptos empleados por cada texto en esta seccion. En pri-
mer lugar, vamos a tratar el concepto de particiéon. Respecto a esto, mencionar que en

Burgos (2007) realiza una definicion de dicho concepto, junto con el didmetro y el signi-
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ficado de particion posterior, hecho que no ocurre en Larson y Edwards (2010), en el que
se presupone conocida la definicidon de particion y tan solo se define la norma, aunque la

definicidon de particion se muestra en el texto sin ser destacada como el resto de defini-

ciones.
Tabla 6.8
Definicion de norma/diametro de una particion en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
El ancho del subintervalo mas grande de la Se llama diametro de la particion P a la mayor
particion es la norma de la particion y se denota  de las amplitudes Ax;, esto es, |P| =
por medio de [[A]l. max{Axy,Ax,, ..., Ax,}.

Se puede observar que la definicion en ambos textos es esencialmente la misma, con la
diferencia de que en Larson y Edwards (2010) se expresa mediante un lenguaje verbal,
mientras que en Burgos (2007) se afade el lenguaje simbolico. Ademas, ambos textos
realizan las observaciones de cudl es el valor de la norma en caso de que las amplitudes
sean todas iguales, y como se relaciona esta con el numero de intervalos en el caso gene-
ral.

A continuacidn, se muestra la definicién de sumas inferiores y superiores dada por

ambos textos:

Tabla 6.9
Definicion de sumas inferiores y superiores en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
Como f es continua, el teorema del valor Sea f:[a, b] » R una funcion acotada en el
extremo garantiza la existencia de un valor intervalo compacto [a, b] para cada particion
minimo y uno maximo de f(x) en cada P = {xg, x4, ..., xp } de [a, b], denotaremos por
subintervalo. m; y M; al infimo y supremo de f en el

intervalo [x;_q,x;],donde i = 1,2, ...,n. Se

;) = val inimo d 1 i-ési vt )
f(my) = valor minimo de f (x) en el i-ésimo llaman sumas inferior y superior (de Darboux)

subintervalo . . ..
de la funcion f correspondientes a la particion

f(M;) = valor maximo de f(x) en el i-ésimo Pa

subintervalo n

A continuacion, se define un rectangulo s(P) = Z midx; y

inscrito que se encuentra dentro de la i-ésima im1

subregion y un rectdngulo circunscrito que se n
extiende fuera de la i-ésima region. La altura S(P) = Z M. Ax:
del i-ésimo rectangulo inscrito es f(m;) y la p=t e
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Tabla 6.9
Definicion de sumas inferiores y superiores en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

altura del i-ésimo rectangulo circunscrito es
f(Mp).

La suma de las areas de los rectangulos
inscritos recibe el nombre de suma inferior, y la
suma de las areas de los rectangulos
circunscritos se conoce como suma superior.

n
Suma inferior = s(n) = Z f(m)Ax

=1

n
Suma superior = S(n) = Z f(M)Ax

(=1

En esta definicion, podemos observar como en Larson y Edwards (2010) se dedica un
apartado entero a la descripcion del proceso para tomar las sumas inferiores y superiores
para el calculo del area de una region bajo una curva. Por otro lado, en Burgos (2007) se
muestra tan solo la definicion tal cual se muestra en la Tabla 6.9, junto con algunas pro-
piedades y sin hacer referencia a las areas ni rectangulos. Aunque si es cierto que hay gra-

ficas que muestran dichos rectdngulos, pero alguna puede resultar confusa.

Figura 6.4. Grafica de las sumas inferiores y superiores (Burgos, 2007, p. 284)

En cuanto a las diferencias en la definicion, la mas resaltable es el empleo de m; y M; por
parte de cada texto. Mientras que para Burgos (2007) estos son el infimo y supremo de f,
es decir, son valores de la funcién (en el eje y), para Larson y Edwards (2010) estos son
los puntos donde f toma el minimo y el maximo, esto es, valores del eje x. Esta diferen-

cia puede causar confusion para los estudiantes que trabajen con ambos textos.
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Hay otras pequenas diferencias, como que Larson y Edwards (2010) consideran una
funcion continua (pues estan trabajando con areas bajo la curva), mientras que en Burgos
(2007) solo se pide que sea acotada. Otra diferencia es el empleo de subintervalos de la
particion de igual longitud en Larson y Edwards (2010), mientras que en Burgos (2007)
se trabajan con particiones generales.

Por tultimo, resaltar el hecho de que Burgos (2007) le dé nombre a estas sumas (de
Darboux), mientras que en Larson y Edwards (2010) no se menciona nada al respecto.

Tras esto, se expondra la definicion de funcion integrable y de integral definida que

usa cada texto (Figura 6.5 y Figura 6.6).

DEFINICION DE UNA INTEGRAL DEFINIDA

Si f se define en el intervalo cerrado [a, b] y el limite de las sumas de Riemann sobre
las particiones A

Al:l'n'lu ,il fle,) Ax,

existe (como se describié antes), entonces f es integrable en [a, b] y el limite se
denota por

» b
Ifm Y flc)Ax, = J’ f(x) dx.
] a

fal-0 ;

El Ifmite recibe el nombre de integral definida de f de @ a b. El nimero a es el limite
inferior de integracion, y el niimero b es el limite superior de integraci6n.

Figura 6.5. Definicion de integral definida (Larson y Edwards, 2010, p. 273)

Sea f:[a,b]— R una funcién acotada en el int::valo compacto [a,b]. Se
dice que f es integrable (segin Riemann o R-integrable) en [a,b] si son
iguales sus integrales inferior y superior en [a,b] y, entonces, ambas se

representan por
b b
J f o J f(x)dx

y se dice que este nimero real es la integral de f en [a,b]. Es decir, f
es integrable en [a,b] si y s6lo si hay un tnico nimero, que se representa
por [ f, tal que s(P)= [ f = S(P) para toda particién P de [a,b].

Figura 6.6. Definicion de integral definida (Burgos, 2007, p. 287)
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Aqui se pueden ver notables diferencias en la definicion. En primer lugar, en Larson y
Edwards (2010) no se pide que la funcion sea acotada, mientras que en Burgos (2007) si.
Otro hecho resenable es que en Larson y Edwards (2010) se dice que una funcion es inte-
grable si existe el limite de las sumas de Riemann cuando la norma de la particion tiende
a cero, mientras que en Burgos (2007) se dice que una funcion es integrable si son iguales
sus integrales inferior y superior (que son el supremo y el infimo de todas las sumas de
Darboux). Por lo tanto, en Larson y Edwards (2010) se define a partir de las sumas de
Riemann y en Burgos (2007) a partir de las sumas de Darboux. Por ultimo, destacar que

mientras que en Larson y Edwards (2010) se le llama «integral definida» a dicho limite

denotado por f; f(x)dx, en Burgos (2007) se dice que dicho nimero real (el valor de las

. o . . b b
integrales inferior y superior) es la «integral» a secas, denotado por fa fo fa f(x)dx.

Por ultimo, vamos a centrarnos en la definicion de suma de Riemann. Antes de mos-
trarla en cada texto, hay que destacar el orden en que esta se presenta en cada uno. Pues
bien, por un lado, en Larson y Edwards (2010) se presenta al inicio de la seccion, antes de
definir la integral definida, pues se usa en esta. Por otro lado, en Burgos (2007) se define
en otra seccion («La integral como limite de sumasy) tras haber presentado toda la teoria
relativa a integrales definidas e incluso tras el Teorema fundamental del calculo.

Se mostrara ahora como se define las sumas de Riemann en cada texto.

Tabla 6.10
Definicion de sumas de Riemann en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

Sea f definida en el intervalo cerrado [a, b], y
sea A una particion de [a, b] dada por a = xy <
X <Xy << Xp_oq < Xp, = Db, donde Ax; es
el ancho del i-ésimo subintervalo. Si ¢; es
cualquier punto en el i-€simo subintervalo
[x;_1,x;] entonces la suma

n
Zf(ci)Axi: Xi—1 S ¢ S X
i-1

se denomina una suma de Riemann de f para la
particion A.

Sea f:[a, b] » R una funcion acotada en el
intervalo compacto [a, b] para cada particion
P = {xy, x4, ..., xp } de [a, b], llamaremos
familia de puntos intermedios (asociada a P) a
cualquiera de los conjuntos T = {tq, ..., t,,}
formado por los puntos t; € [x;_1, X;], para
cadai =1,2,..,n.

Se llama suma de Riemann de f, relativa a la
particion P y a la correspondiente familia de
puntos T, al nimero

a la particion P a
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Tabla 6.10
Definicion de sumas de Riemann en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

(P, 1) = ) f(t)ax,
i=1

(Ax; = x; — xi_1)

En esta definiciéon se pueden observar pocas diferencias. Destacar entre ellas, que en
Larson y Edwards (2010) se define una suma de Riemann de f para una particion, mien-
tras que en Burgos (2007) se define la suma de Riemann de f, relativa a la particion P y a
la correspondiente familia de puntos T. Es decir, Larson y Edwards (2010) la asocian a
una particion y Burgos (2007) la asocia a una particion y una familia de puntos interme-
dios.

Relativo a esto, cabe mencionar, que en Burgos (2007), tras definir las sumas de
Riemann, da otra definicion de integral definida utilizando las sumas de Riemann (como
se muestra en la Figura 6.7) equiparandose esta con la dada en Larson y Edwards (2010)

(Figura 6.5).

Sea f:[a,b]— R una funcién acotada en el intervalo compacto [a,b]. Se
verifica que: la funcién f es integrable en [a,b] y su integral es el nimero
I si, y s6lo si, se verifica la siguiente condicién:

El nimero / es tal que, para cada £>0, existe un >0 tal que
|I = o(P,T)| < € para toda particién P que tenga didmetro menor que &
y para cualquiera que sea la correspondiente familia de puntos interme-
dios T es decir, esquemdticamente:

Ve=>0, 36>0/|PI<é = |I—o(P,D<e VT

Nota. Hay quicnes resumen este resultado diciendo que «la integral es el limite de las
sumas de Riemann cuando el didmetro de la particion tiende a cero».

Figura 6.7. Definicion de integral utilizando sumas de Riemann (Burgos, 2007, p. 360)

Las diferencias entre esta y la mostrada por Larson y Edwards (2010) anteriormente, es

que en Burgos (2007) se expone la definicion para que exista el limite de las sumas de
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Riemann, mientras que en Larson y Edwards (2010) se realiza lo que expone la nota de la
definicion de Burgos (2007), afirmando que es integrable si dicho limite existe. A pesar
de esto, hay que mencionar que Larson y Edwards (2010) previamente expresan que sig-

nifica afirmar que dicho limite existe (véase la Figura 6.8).

Integrales definidas

Para definir la integral definida, considerar el siguiente lfmite.
n
Iim ¥ f(c,)Ax, = L
Al -0 ,)41 fiei ;

Afirmar que este limite existe, significa que hay un nimero real L, tal que para cada £ > 0
existe una 8> 0 tal que para toda particién de ||A]| < 8 se sigue que

ll. ‘S:I_f((',).l,t,’K <eE

a pesar de cualquier eleccién de ¢; en el i-€simo subintervalo de cada particién de A.

Figura 6.8. Significado de la existencia del limite para definir la integral definida (Larson

y Edwards, 2010, p. 273)

6.1.5. Razonamientos
En este apartado vamos a analizar las demostraciones que se realizan en estas secciones
relacionadas con la integral definida. Aqui no se puede hacer comparaciones, pues
Burgos (2007) expone una gran cantidad de resultados con demostraciones, mientras que
el namero de resultados que exponen Larson y Edwards (2010) es mucho menor y ade-

mas sin demostraciones, justificando que van mas alla del objetivo de dicho texto.

6.1.6. Estrategias
Con respecto a las estrategias, Larson y Edwards (2010) expone lo siguiente para resolver
integrales definidas: “Por ahora se puede calcular una integral definida de dos maneras:
usando la definicion en términos de limites o verificando si la integral definida representa
el area de una region geométrica comun, tal como un rectangulo, triangulo o semicirculo”
(p. 275), mostrando ademas una gran cantidad de ejemplos de cada caso. Estas estrategias

se presentan a través de un ejemplo detallado (véase la Figura 6.9).
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EJEMPLO 2 Evaluacién de una integral definida como limite
Hallar la integral definida J 2xdx.

Solucién  La funcién f(x) = 2x es integrable en el intervalo [ -2, 1] porque es continua
en [~2, 1), Ademds, la definicion de integrabilidad implica que cualquier particién cuya
morma tienda a 0 puade utilizanse para determinar el limite. Por convensencia computacional,
definir A, subdividiendo [~2, 1] en n subintervalos de la misma anchara,

b-a 13
" n

Ax, = Ax =
Eligiendo ¢, como el punto terminal derecho de cada subintervalo, se obticne

3

¢, ™ a+ i(Ax) 2+ =,
n

De este modo, la integral definida estd dada por

J 2ede = lim ¥ flc) Ax
2 wi=

lim ¥ flc,) Ax
v
a /[ V3
1 2[ -2+
tim 3 2{-2+ 7))
. 6& 3
= Yim U5\ -2+ )
4
6 3 1)
= lim [ 24 2| ™02 }}
noex nl n 2 !
Como la integral definida es negativa, oo 9
representa o dres de bs regida m (-12+9+ >}
el \ nJj

Figura 4.20

Figura 6.9. Ejemplo de la evaluacion de una integral definida como limite (Larson y

Edwards, 2010, p. 274)

En este aspecto, Burgos (2007) es un texto menos explicito, no muestra ningun tipo de
estrategia que ayude a resolver las integrales y la mayoria de ejercicios resueltos que
ofrece son resultados con sus demostraciones. Tan solo se expone algin ejercicio resuelto
para comprobar la integrabilidad de alguna funcién y un ejercicio resuelto que calcula la

integral, aunque no se dan pautas ni estrategias para resolver otras integrales.

6.2. SISTEMA DE REPRESENTACION

En ambos textos el sistema de representacion aparece tanto el sistema de representacion

algebraico como el grafico. En Larson y Edwards (2010) se disponen de una gran canti-
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dad de representaciones graficas que ayudan a entender cada una de las definiciones, los
resultados y los ejemplos. Si bien es cierto que en Burgos (2007) también se disponen
gran cantidad de representaciones graficas, la cantidad es menor comparada con Larson y
Edwards (2010), pues en este solo se presentan junto algunos resultados, demostraciones

y ejemplos.

Elintervalo [a, b] se divide en n El ancho del i-ésimo subintervalo es
3 b—a A e
subintervalos de ancho Ax = Ax= X=X
n "
Fionra 4.10 Figura 4.13

Figura 6.10. Representacion de uno de los intervalos de las sumas superior e inferior (de
Darboux) a la izquierda y de las sumas de Riemann a la derecha (Larson y Edwards,

2010, p. 263 y 265)

Figura 6.11. Representacion de uno de los intervalos de las sumas de Riemann en compa-

racion con las sumas inferior y superior de Darboux (Burgos, 2007, p. 359)

En las Figura 6.10 y Figura 6.11 podemos observar como las representaciones mostradas
en cada texto son similares, con la diferencia de que en Larson y Edwards (2010) se usan

colores que hacen las representaciones mas vistosas.
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Por otro lado, cabe destacar que en Burgos (2007) hay mayor cantidad de representa-
ciones de la recta real para ubicar en ellas las sumas inferiores y superiores, las integrales
inferior y superior, etc. Mientras que en Larson y Edwards (2010) este tipo de representa-
ciones son menos frecuentes.

Por otro lado, citar que la cantidad de representaciones graficas empleadas en los
ejemplos de Larson y Edwards (2010) es mayor, pues en Burgos (2007) hay algunos

ejemplos en los que no se emplea representacion grafica.

©,0) |

El area de la region acotada por la grafica
defelejex,x=0yx=les}
Figura 4.14

Figura 6.12. Representacion grafica en un ejemplo de Larson y Edwards (2010, p. 266)

= Ax;
2 Y
/
—
x;——Ax;
2 : x;
o
.
Alx,
0 \ 1
1
(x[——Ax,-JAx,-
2

Figura 6.13. Representacion grafica en un ejemplo de Burgos (2007, p. 287)
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Por ultimo, cabe mencionar que todas las representaciones que se insertan en Larson y
Edwards (2010) como figuras tienen un pie de imagen que las describe, mientras que en
Burgos (2007) no hay nada que las describe. Este hecho puede hacer que los estudiantes
tengan mas facilidades para entender y asociar al texto las representaciones expuestas en

Larson y Edwards (2010) que aquellas expuestas en Burgos (2007).

6.3. SENTIDOS Y MODOS DE USO

En este apartado destaca la presencia de determinadas aplicaciones o aspectos fenomeno-
logicos en Larson y Edwards (2010), mientras que Burgos (2007) hay una ausencia total
de dichos aspectos. Se mostraran a continuacion algunos de estos sentidos que se presen-

tan en Larson y Edwards (2010).

Por un lado, se pueden observar referencias historicas a matematicos de importancia

en el tema de estudio, como puede verse en la Figura 6.14.

=
g
£
£ 5 S
S o
& £
g
A GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN
g (1826-1866)
= Riemann, matematico alemén, realizd
ArQuimeDEs (287-212 A.C.) su trabajo mas notable en las dreas de
Arquimedes utilizo el método de exhaucion geometria no euclidiana, ecuaciones

diferenciales y la teoria de los nimeros.
Fueron los resultados de Riemann en fisica
y matematicas los que conformaron la
estructura en la que se basa la teoria de la
relatividad general de Einstein.

para deducir formulas para las dreas de elip-
ses, segmentos parabolicos y sectores de una
espiral. Se le considera como el mas grande
matematico aplicado de la antigiiedad.

Figura 6.14. Referencias historicas a matematicos importantes en Larson y Edwards

(2010, p. 261 y 272)
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Siguiendo este hilo histérico, se hace referencia a un articulo que habla de la historia de la
integral definida, para que el estudiante pueda obtener un origen fenomenologico histori-

co a dicho concepto.

PARA MAYOR INFORMACION

Para obtener mds informacién acerca de
la historia de la integral definida, ver el
articulo “The Evolution of Integration”,
de A. Shenitzer y J. Steprans en The
American Mathematical Monthly.

Figura 6.15. Nota para obtener mas informacion acerca de la historia de la integral defi-

nida (Larson y Edwards, 2010, p. 273)

Por ultimo, hay que destacar el empleo constante de la aplicacion de la integral definida
al célculo de areas empleado Larson y Edwards (2010) (Figura 6.16). Ademas, se emplea
esta aplicacion en el otro sentido, es decir, usar areas de figuras conocidas para el calculo

de integrales definidas (Figura 6.17).

EJEMPLO 5 Hallar el area mediante la definicion de limite

Encontrar el 4rea de la regi6n limitada por la gréfica f(x) = x%, el eje x y las rectas verticales
x = 0yx= 1, como se muestra en la figura 4.14.

Figura 6.16. Ejemplo de calculo de area (Larson y Edwards, 2010, p. 266)

EJEMPLO 3 Areas de figuras geométricas comunes

Dibujar la regién correspondiente a cada integral definida. Evaluar después cada integral
utilizando una férmula geométrica.

-~y

r3 r3 2
a) J 4 dx b) J (x + 2) dx c) J J4 - 2 dx
1 0 2

Figura 6.17. Ejemplo de calculo de integrales definidas a través de areas de figuras cono-

cidas (Larson y Edwards, 2010, p. 275)
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7. COMPARACION SOBRE EL
TRATAMIENTO DEL TEOREMA
FUNDAMENTAL DEL CALCULO

En este capitulo se analizard la seccion correspondiente al Teorema Fundamental del
Calculo (TFC) de cada uno de los textos. Tanto en Larson y Edwards (2010) como en
Burgos (2007) dicha seccion se denomina «El Teorema Fundamental del Calculo». Esta
seccion estd dedicada al desarrollo de dichos teoremas fundamentales por lo que no hay

definicién de conceptos.

7.1. ESTRUCTURA CONCEPTUAL

En primer lugar, se analizaran aspectos conceptuales. En particular, al ser una seccion
dedicada a teoremas, tendra especial relevancia los resultados y procedimientos aqui
mostrados, por lo que el resto de aspectos se expondran en el anexo debido a la falta de

espacio.

7.1.1. Resultados
En este apartado, se le va a dedicar un espacio a comparar primero los nombres asignados
los teoremas fundamentales del calculo, pues, aunque resulte sorprendente, no coinciden
los nombres de estos con los enunciados en ambos textos. Esto puede suponer un gran
conflicto para el estudiante que trabaje con ambos textos, no sabiendo cual es el enuncia-

do correcto del primer o segundo teorema fundamental del célculo.
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Pues bien, lo que en Burgos (2007) se llama «Teorema Fundamental del Calculoy, en
Larson y Edwards (2010) se denomina como «segundo Teorema Fundamental del Célcu-
lo». Mientras que el denominado primer «Teorema Fundamental del Calculo» en Larson
y Edwards (2010), se trata de la «regla de Barrow» en Burgos (2007). Por lo que en
Larson y Edwards (2010), no aparece ningun resultado bajo el nombre de «regla de Ba-
rrow». En cuanto al que se denomina «segundo Teorema Fundamental del Célculo» con-
siderado en Burgos (2007), su enunciado no aparece en Larson y Edwards (2010).

Una vez dicho esto, para realizar la comparacion, se identifica aquellos con el mismo
enunciado para poder analizar las diferencias que se pueden encontrar. Para dar nombre a
estos enunciado se seguira lo realizado en Burgos (2007), ya que se encuentra del mismo
modo que en otros manuales de calculo conocidos e internacionales como Apostol (2001)
y Spivak (2012).

En primer lugar, se expondra el enunciado del primer Teorema Fundamental del

calculo en cada uno de los textos.

Tabla 7.1
Primer Teorema Fundamental del Cadlculo en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
Si f es continua en el intervalo abierto I que Si f:[a, b] » R es una funcion integrable en el
contiene a a, entonces, para todo x en el intervalo compacto [a, b], se conviene en decir
intervalo que la funcién F: [a, b] - R, definida asi x —

dlr* F(x) = f; f, es la funcion integral indefinida o
dx [ f f (t)dt] =f(x) funcion integral de f correspondiente al punto
. a. Se verifica que:

1°. Si f es integrable en [a, b], entonces F es
continua en [a, b].

2°. Teorema fundamental. Si f es continua en
[a, b], entonces F es derivable en [a, b] y su
derivada es F'(x) = f(x) para x € [a, b]; esto
es, la integral indefinida F de f es una
primitiva (o antiderivada) de f en [a, b]; dicho
de otro modo, es D[f; f] = f(x)

Como se puede observar en la Tabla 7.1, el enunciado que se encuentra en Larson y
Edwards (2010) se corresponde con el segundo punto del de Burgos (2007), al que llama

«Teorema fundamental», por lo que se compararan estas dos partes.
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La primera diferencia importante que se encuentra es que en Larson y Edwards

(2010) se pide que f se continua en un intervalo abierto, mientras que en Burgos (2007)
se pide que lo sea en un cerrado. Ademas, en Burgos (2007) concluye que f; f es deriva-
ble en el intervalo cerrado y que su derivada es f. Sin embargo, en Larson y Edwards
(2010) no concluye que f; f sea derivable, simplemente expone que la derivada de f; f

es f en el intervalo abierto donde f es continua, ddndose a entender de esta forma que si
tiene derivada es porque es derivable.

Cabe mencionar también, que en Burgos (2007) se expone una formulacion débil del
teorema fundamental (véase la Figura 7.1), en el que se observa como la continuidad de f
en un punto implica la derivabilidad de F en dicho punto y su derivada es la propia f, re-

duciendo asi la condicion de continuidad a los puntos que queramos estudiar.

[109],

Formulaciéon débil del teorema fundamental

Si f:[a,b]— R es una funcién integrable en el intervaio compacto [a,b], con
lo que existe en [a,b] la integral indefinida x*— F(x) == [ f, y si f es continua
en un punto ¢ € [a,b], entonces la integral indefinida F es derivable en ¢ y se
verifica que

F'(c) = f(c)

Figura 7.1. Formulacion débil del teorema fundamental (Burgos, 2007, p. 312)

A continuacidn, se expondra el enunciado de la regla de Barrow.

Tabla 7.2
Regla de Barrow en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010)

Burgos (2007)

Si una funcioén f es continua en el intervalo
cerrado [a, b] y F es una antiderivada de f en
el intervalo [a, b], entonces

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).

Si f es una funcién continua en el intervalo
compacto [a, b] y si G: [a, b] = R es una
funcion primitiva (cualquiera) de f en [a, b],
entonces se verifica que

b
[ Feadx =60y - 6@ = 60N,

donde el ultimo miembro es una forma
abreviada de expresar el que le precede (a este
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Tabla 7.2
Regla de Barrow en cada texto analizado

Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)

resultado también se le llama «formula de
Newton-Leibnizy.

Con respecto a este resultado, aparte de las diferencias de notaciéon mencionadas en el
Anexo I no existen mas diferencias entre ambos textos.
Por ultimo, se comparard el teorema del valor medio para integrales, el cual se en-

cuentra en Burgos (2007) en el apartado anterior «Propiedades de la integraly.

Tabla 7.3
Teorema del valor medio para integrales en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], Si f:[a, b] » R es una funcion integrable en el
entonces existe un nimero ¢ en el intervalo intervalo compacto [a, b].

cerrado [a, b], tal que 1°. Siademas m < f(x) < M parax € [a,b]y

b para unos ciertos m, M € R, entonces existe
fa F@)dx = F(©)(b - a) e Rt ot

b
f f(x)dx = u(b —a), siendom<u<M
a

(a u se le llama valor medio integral de f en
[a, b]).

2°. Si ademas f es continua en [a, b], entonces
existe algiin punto ¢ de [a, b] tal que

b
f fx)dx = f(§)(b—a), siendoa<é<bh

El enunciado mostrado en Larson y Edwards (2010) del teorema del valor medio para in-
tegrales se corresponde con la segunda parte del mostrado en Burgos (2007). Se compara-
rd entonces tan solo esto. Los enunciados son el mismo, salvo pequefias variaciones de
notacion.

Ademas, en el primer punto del teorema mostrado en Burgos (2007), se expresa un

resultado similar pero con diferentes condiciones. En el primero tan solo se pide que f

. . . b
sea integrable y acotada en lugar de continua. Como resultado se obtiene fa f(x)dx =

u(b — a), siendom < u < M, con u un niimero real, es decir, se cambia una imagen de
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f, f (&), por un nimero real, i, pues al no ser f continua no se puede garantizar que exis-
ta una imagen de f que garantice la igualdad.

Cabe mencionar también que en Burgos (2007) se presenta ademds una generaliza-
cion de este teorema.

Por tltimo, se sefialara los resultados que aparecen en tan solo uno de los textos. Por
un lado, el enunciado de lo que Burgos (2007) llama «Segundo Teorema Fundamental del
Calculo» tan solo aparece en Burgos (2007). Este teorema es similar a la Regla de Ba-
rrow, mostrada en la Tabla 6.5, pero cambiando la condicion de continuidad por integra-
bilidad. Por otro lado, en Larson y Edwards (2010) aparece un resultado denominado
«teorema del cambio neto», en el que se expresa que la integral definida de la razon de

cambio de una cantidad F'(x) proporciona el cambio neto.

7.1.2. Razonamientos
En este apartado se van a analizar las demostraciones de los resultados comunes expues-
tos anteriormente. Estas son: «Primer Teorema Fundamental del Célculo», «regla de Ba-
rrow» y «teorema de la media de la integral». Ademas, tiene especial relevancia sefialar
también el orden en que estos aparecen en los textos y si alguno se muestra como conse-
cuencia de otro.

En primer lugar, se compara las demostraciones del «Primer Teorema Fundamental
del Calculo» (Tabla 7.1). Esta es esencialmente la misma en ambos textos, en ella se usa
tanto la aditividad de la integral como el teorema del valor medio para integrales. La
principal diferencia reside en que en Larson y Edwards (2010) se comienza con la defini-
cion de la derivada y a partir de ella se opera con el numerador para que el limite final
resulte el deseado, mientras que en Burgos (2007) se opera primero con el numerador y
luego se expone la definicion de derivada y se halla directamente el limite con base en lo
hecho anteriormente.

En segundo lugar, se analiza las demostraciones de la «Regla de Barrow» (Tabla
6.5). Las demostraciones mostradas aqui son totalmente diferentes y aqui juega gran pa-
pel el orden en el que estan presentados los resultados. En Burgos (2007), se demuestra

como una consecuencia del Teorema Fundamental del Célculo (véase la Figura 7.2), pues
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se presenta después que este. Por otro lado, en Larson y Edwards (2010) se demuestra
independientemente del Teorema Fundamental del Calculo (véase la Figura 7.3), pues la
regla de Barrow se presenta antes bajo el nombre de «Teorema Fundamental del Calculo»
y el Teorema Fundamental del Calculo se presenta después bajo el nombre de «segundo
Teorema Fundamental del Célculo». Ademas, en la demostracion que se realiza Larson y
Edwards (2010) solo se usa la condicion de que f sea continua para concluir que es inte-
grable, por lo que bastaria con poner la condicion de que f fuese integrable. De hecho,
esta demostracion es en esencia la misma que la realizada por Burgos (2007) para el se-
gundo Teorema Fundamental del Calculo, el cual pide como condicion que f sea integra-

ble.

Demostracion

Segiin el Teorema Fundamental del Cdlculo (véase [109]), la integral indefinida
xe= F(x)= [* f es una primitiva de f en [a,b]. Como G es, también, una
primitiva de f en [a,b], se puede asegurar (véase [082].) que G(x)— F(x) es
constante; sea C esta constante, de modo que G(x}=F(x)+ C para todo
x € [a,b]. Resulta entonces evidente que:

G(b) — G(a) = [F(b) + C] — [F(a) + C] = ' v R ‘ = J f

va

como habia que comprobar.

Figura 7.2. Demostracion de la regla de Barrow (Burgos, 2007, p. 314)
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_pEmosSTRACION ) La clave para la demostracién consiste en escribir la diferencia F(b) — F(a)
en una forma conveniente. Sea A la siguiente particion de [a, b].
A=X<X << """ <X _1<x,=b

n

Mediante la resta y suma de términos andlogos, se obtiene

F(b) — Fla) = Flx,) — Flx,_,) + F(x,_,) — - - - — Flx,) + F(x,) — F(x,)
= ¥ [Flx) - Flx,_,)].

1

'
De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un nimero ¢; en el i-ésimo
subintervalo tal que
_ ) ~ Flxiy)
Xi 7 X

Fic;)

Como F'(c)) = f(c;), puede dejarse que Ax; = x; — x;-; y obtenerse
F(b) — Fla) = Eﬂc,).ﬁx,.
i=1

Esta importante ecuacion dice que al aplicar repetidamente el teorema del valor medio, se
puede siempre encontrar una coleccién de ¢; tal que la constante F(b) — F(a) es una suma
de Riemann de f en [a, b] para cualquier particién. El teorema 4.4 garantiza que el limite de
sumas de Riemann sobre las particiones con ||A|| — 0 existe. Asf, al tomar el lfmite (cuando
[|Al| = 0) produce

b
F(b) = Fla) = J' f(x) dx.

Figura 7.3. Demostracion de la regla de Barrow (Larson y Edwards, 2010, p. 283)

Por ultimo, se comparan las demostraciones del teorema del valor medio de la integral de
ambos textos (Tabla 7.3). Esta demostracion es esencialmente la misma en ambos.

Para finalizar este apartado, se comentara el orden en que cada texto presenta los teo-
remas fundamentales del célculo, pues, como se ha visto, puede tener relevancia a la hora
de realizar las pruebas. El hecho més destacable es que, en Larson y Edwards (2010), la
regla de Barrow se presenta antes que el Teorema Fundamental del Calculo por lo que no
puede demostrarse como consecuencia de este; mientras que en Burgos (2007) primero se
presenta el primer Teorema Fundamental del Célculo, después la regla de Barrow como

consecuencia de este, y por ultimo el segundo Teorema Fundamental del Calculo.
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7.2. SISTEMAS DE REPRESENTACION

En ambos textos aparece tanto el sistema de representacion algebraico como el grafico.
En Larson y Edwards (2010), al igual que ocurria en el capitulo anterior, se disponen de
una gran cantidad de representaciones graficas representando el area bajo la curva en va-
rios ejemplos, asi como otras que ayudan a entender ciertos resultados de una manera gra-
fica y con una interpretacion geométrica. En cambio, en Burgos (2007) en esta seccion
apenas se presentan representaciones graficas, salvo algunas para asociar el Teorema

Fundamental del Calculo al area bajo una curva y para mostrar la interpretacion geomé-

trica de algun resultado.

f®

Sf(x)

-1
x x+Ax
x+A.

f(x) Ax = j Xf(!) dt

x

Figura 4.35

Figura 7.4. Representacion grafica de la demostracion del primer TFC (Larson y

Edwards, 2010, p. 289)

Figura 7.5. Representacion grafica del enunciado y demostracion del primer TFC (Bur-

gos, 2007, pp. 310-311)
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Ademas, como ya se ha comentado, Larson y Edwards (2010) ilustran cada ejemplo con
una representacion grafica que asocia la integral a un area (véase la Figura 7.6), mientras

que en Burgos (2007) no hay ninguna representacion grafica en los ejemplos mostrados.

y
A y=2x2-3x+2

El area de la region acotada por la grafica
dey,elejex,x=0yx=2es’d
Figura 4.28

Figura 7.6. Representacion grafica de un ejemplo de la Regla de Barrow (Larson y

Edwards, 2010, p. 284)

7.3. SENTIDOS Y MODOS DE USO

En este apartado, en linea con lo observado en los capitulos anteriores, destaca la presen-
cia de determinadas aplicaciones o aspectos fenomenoldgicos en Larson y Edwards
(2010), mientras que Burgos (2007) hay una ausencia total de dichos aspectos. Se mostra-
ran a continuacion algunos de estos sentidos que se presentan en Larson y Edwards
(2010).

En primer lugar, cabe destacar que en Larson y Edwards (2010) mencionan la rela-
cion estrecha que tienen entre si el calculo diferencial e integral, a pesar de su aparente
diferencia. Pero lo mas interesante, es que se menciona como fue descubierta esta rela-
cion por Newton y Leibniz de manera independiente. Con respecto a esto Larson y

Edwards (2010) mencionan lo siguiente acerca del descubrimiento de esta relacion:

La pendiente de la recta tangente se definid utilizando el cociente 4y /Ax (la pen-

diente de la recta secante). De manera similar, el area de la region bajo una curva
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se defini6 utilizando el producto AyAx (el area de un rectangulo). De tal modo, al
menos en una etapa de aproximacion primitiva, las operaciones de derivacion y de
integracion definida parecen tener una relacion inversa en el mismo sentido en el
que son operaciones inversas la division y la multiplicacion. El teorema funda-
mental del célculo establece que los procesos de limite (utilizados para definir la

derivada y la integral definida) preservan esta relacion inversa. (p. 282).

Ademas de esto, donde se comenta que la relacion inversa entre derivada e integral pro-
viene de que las operaciones division y multiplicacion son inversas, se aiade una repre-

sentacion grafica que ilustra cada uno de los conceptos (véase la Figura 7.7).

Ax Ax

e e A

Area dc/

« rectingulo

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Recta 4
7 Ay Area de

Recta

langente r
secante ! la regidn

bajo la

curva
Peadicnie m o) Pendicnte = 2
endicnte 'endicnte = ¢ ¢
Ax Ax Arca = AyAx Arca = AyAx
a) Denvacién b) Integracién definida

La derivacion y la integracion definida tienen una relacion“inversa”
Figura 4.26

Figura 7.7. Representacion de la relacion entre derivada e integral definida (Larson y

Edwards, 2010, p. 282)

Por otro lado, también se hace un apunte historico sobre la procedencia del simbolo de la
integral. Para ello, Larson y Edwards (2010) plantean la pregunta ‘; A qué se aplico pri-
mero el simbolo: a la antiderivacion o a la integracion definida?’ (p. 282), sugiriendo que
este simbolo proviene de la letra S.

En segundo lugar, en Larson y Edwards (2010) también se muestran varias aplica-
ciones de la integral definida y los teoremas fundamentales del calculo. Uno de ellos es el

desarrollo del valor medio de una funcién en un intervalo. A partir de esta definicidon se

67



muestra un ejemplo sobre una aplicacion sobre la velocidad del sonido (véase la Figura
7.8).

EJEMPLO 5 La velocidad del sonido

A diferentes alturas en la atmésfera de la Tierra, el sonido viaja a distintas velocidades. La
velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante

—~4x + 341, 0sx< 1135
295, N5<sx<2
s(x) = {3x + 27835, N<x<
i + 254.5, 2<sx<50
—%t + 404.5, 50 < x < 80

donde x es la altura en Kilémetros (ver la figura 4.33). ; Cudl es la velocidad media del sonido
sobre el intervalo [0, 80]?

Figura 7.8. Ejemplo sobre la velocidad del sonido (Larson y Edwards, 2010, p. 287)
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8. RESUMEN Y CONCLUSIONES

En este ultimo capitulo se realizara un resumen en el que se destacaran las diferencias
significativas obtenidas en la comparacioén de los dos textos, asi como las conclusiones

que se extraen de este trabajo.

8.1. RESUMEN

En este resumen se destacaran las diferencias méas significativas de la comparacion reali-
zada en términos de las tres categorias establecidas en el capitulo metodoldgico para ana-
lizar el contenido matematico, es decir, en términos de la estructura conceptual, de los
sistemas de representacion y de los sentidos y modos de uso. Antes de esto se mostrara un

breve resumen de las diferencias relevantes de los aspectos generales.

8.1.1. Aspectos generales

Para comenzar, se menciona la diferencia en el modo de introducir el capitulo del célculo
integral. Larson y Edwards (2010) introduce la integral como un célculo relacionado con
la diferenciacion, mientras Burgos (2007) introduce el capitulo con el problema del érea,
dando de esta forma sentido a la integral a través del area.

Esto puede verse reflejado en la estructura del capitulo (véase la Tabla 4.1). Larson y
Edwards (2010) comienza el capitulo con las primitivas o antiderivadas mientras que
Burgos muestra primero las funciones integrables Riemann. Ahora bien, cabe destacar

que Larson y Edwards (2010) dedica el siguiente apartado al area antes de exponer la in-
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tegral definida supliendo esta ausencia de la introduccion. Sin embargo, Burgos (2007)

no dedica ningln epigrafe mas al area salvo el ultimo de aplicaciones geométricas.

8.1.2. Estructura conceptual

La mayor parte de la notacion y terminologia empleada en ambos textos es similar, sin
embargo, aparecen algunas diferencias importantes, sobre todo en la terminologia em-
pleada, que se resaltardn a continuacion. Por un lado, Burgos (2007) especifica que las
sumas inferiores y superiores consideradas son de Darboux, mientras que Larson y Ed-
wards (2010) no realiza ninguna apreciacion, tan solo expresa suma inferior y superior.
Por otro lado, también cabe citar que Burgos (2007) expresa «integrabilidad Riemanny» e
«integrable segun Riemanny», mientras que Larson y Edwards (2010) hablan de integrabi-
lidad o integrable a secas. Por ultimo, se puede destacar la ausencia de términos como
«regiony y «rectangulo inscrito y circunscrito» en Burgos (2007), los cuales si son men-
cionados en Larson y Edwards (2010), aunque Burgos (2007) trabaja con estos no hace
mencion a dichos rectangulos.

Con respecto a los resultados, la cantidad de estos ofrecida por Burgos (2007) es mu-
cho mayor. Uno de los hechos méas destacables es como se trabaja con la integral defini-
da, Larson y Edwards (2010) se centran tan solo en las funciones continuas (las cuales
son integrables) pues busca orientar el texto a la aplicacion a las areas. Esto repercute en
otros conceptos empleados como pueden ser maximos y minimo (en lugar de supremos e
infimos) o criterios de integrabilidad, los cuales carecen de sentido pues las funciones
continuas son integrables. En cambio, en Burgos (2007) se muestran criterios de integra-
bilidad y se trabaja con funciones acotadas. Sin embargo, Larson y Edwards (2010) a pe-
sar de trabajar solo con funciones continuas, definen la integrabilidad de una funcion
cualquiera dando lugar a mayor confusion.

Otro punto interesante son los teoremas fundamentales del calculo. La principal dife-
rencia con la que nos topamos es que no coinciden los nombres de estos con sus enuncia-
dos en ambos textos y consecuentemente el orden de estos cambia, lo que repercute tam-

bién en las demostraciones realizadas. Esto puede suponer un gran conflicto para el
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estudiante que trabaje con ambos textos, no sabiendo cual es el enunciado correcto del
primer o segundo teorema fundamental del calculo.

En cuanto a los conceptos expuestos se resaltaran ciertas diferencias en como son
presentados estos. En primer lugar, se destaca la diferencia en la definicion de integrabi-
lidad, en Larson y Edwards (2010) se define una funcion integral a partir de las sumas de
Riemann y en Burgos (2007) a partir de las sumas de Darboux. Aunque es cierto que en
Burgos (2007), tras definir las sumas de Riemann, da otra definicion de integral definida
utilizando las sumas de Riemann (como se muestra en la Figura 6.7) equiparandose esta
con la dada en Larson y Edwards (2010). En segundo lugar, la definicién de integral inde-
finida es totalmente diferente entre ambos textos. En Larson y Edwards (2010) se define
como sindnimo de antiderivada, mientras que Burgos (2007) (en el que se han presentado

las integrales definidas anteriormente) define la integral indefinida correspondiente a un
punto a de un cierto intervalo como una primitiva concreta de f, x — f; f.

Con respecto a los razonamientos empleados por cada texto, Burgos (2007) expone
todos los resultados junto a sus demostraciones, mientras que los resultados expuestos por
Larson y Edwards (2010) no siempre tienen demostracion, justificando que van mas alla
del objetivo de dicho texto. El hecho mas destacable es que, en Larson y Edwards (2010),
la regla de Barrow se presenta antes que el Teorema Fundamental del Calculo por lo que
se demuestra independientemente de este, de hecho se demuestra algo mas fuerte que la
regla de Barrow; mientras que en Burgos (2007) se presenta después y se demuestra co-
mo consecuencia de este (véase la Figura 7.2).

Para finalizar, con respecto a las estrategias, Burgos (2007) es bastante pobre en este
aspecto, es un libro mas lineal y no muestra ningun tipo de estrategia para resolver pro-
blemas o integrales. En este sentido, Larson y Edwards (2010) ofrece estrategias para
ayudar a resolver diferentes problemas como integrales mediante las reglas basicas de

integracion o integrales definidas empleando diferentes métodos.

8.1.3. Sistemas de representacion
En ambos textos aparece tanto el sistema de representacion algebraico como el grafico.

En Larson y Edwards (2010) se disponen de una gran cantidad de representaciones grafi-
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cas que ayudan a entender cada una de las definiciones, los resultados y los ejemplos. Si
bien es cierto que en Burgos (2007) también se disponen gran cantidad de representacio-
nes graficas, la cantidad es menor comparada con Larson y Edwards (2010), pues en

Burgos (2007) solo se presentan junto algunos resultados, demostraciones y ejemplos.

8.1.4. Sentidos y modos de uso
En este apartado Larson y Edwards (2010) es el inico que ofrece determinadas aplicacio-
nes y sentidos a los conceptos tratados, pues Burgos (2007) no menciona nada al respec-
to. Algunas de estas aplicaciones y sentidos mostradas en Larson y Edwards (2010) son
los siguientes: (a) se menciona como fue descubierta la relacion entre integral y derivada
por Newton y Leibniz; (b) se muestran situaciones reales a través de ejemplos tales como
el movimiento vertical o el movimiento de una particula; (¢) da sentido de la integral de-
finida a través del célculo de areas; (d) hace referencia a un articulo que habla de la histo-
ria de la integral definida, para que el estudiante pueda obtener un origen fenomenologico
histérico de dicho concepto; (e) se mencionan programas informaticos para encontrar la

primitiva de manera répida, lo cual podria servir de gran ayuda al estudiante.

8.2. CONCLUSIONES

Para dar una valoracion global, segin lo analizado, podriamos decir que tipo de texto
consideramos que es cada uno de ellos. Burgos (2007) es un texto lineal con rigor mate-
matico, en el que exponen una serie de resultados junto con sus demostraciones para ex-
plicar y justificar el contenido matematico expuesto. Larson y Edwards (2010) es un texto
mas orientado a la aplicacion de dichos conceptos en otros ambitos y a exponer tan solo
los resultados mas importantes para poder usar dichas aplicaciones, no dando tanta im-
portancia a las demostraciones; ademas, tiene una mayor variedad estructural, incluyendo
puntos de ayuda, estrategias y gran cantidad de ejemplos.

Una vez dada esta valoracion objetiva, sera el lector el que deba valorar qué tipo de
texto se ajusta a sus necesidades de ensefianza. Nosotros no podemos valorar si un texto

es mejor que otro ni es el objetivo de dicho trabajo, tan solo pretendemos dar una ayuda
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para la eleccion de un libro a recomendar a los alumnos. Se dispone entonces a valorar si
los objetivos planteados inicialmente han sido conseguidos:

o FElegiry adaptar un método de andlisis que permita extraer y comparar los conte-
nidos relevantes de manera organizada. El método que se ha empleado para el
analisis de los textos en este trabajo es el analisis textual a través del andlisis de
contenido. A su vez se ha organizado los contenidos en diferentes categorias para
seguir una estructura organizada en el analisis y comparacion de los contenidos.

o Senalar diferencias y semejanzas en los contenidos y en como se presentan en los
libros de textos analizados. En los capitulos 5, 6 y 7 se han analizados y compara-
dos los contenidos relativos a las primitivas, la integral definida y el teorema fun-
damental del célculo. En estos capitulos se han resaltados las diferencias y seme-
janzas de los contenidos y el modo en que estos son presentados en cada texto.
Ademas, se ha anadido un resumen de las diferencias mas significativas en el pun-
to anterior de este capitulo.

e Analizar y comparar la estructura y metodologia empleada en los textos analiza-
dos. En el capitulo 4 se realiza un andlisis y comparacion sobre la estructura y me-

todologia de cada uno de los textos.

Con base en lo expuesto, consideramos que se han superado los tres objetivos planteados
inicialmente. Por lo que estamos en condiciones de finalizar las conclusiones exponiendo
las limitaciones que se han tenido, asi como posibles lineas de continuacion del trabajo.

Las principales limitaciones de este trabajo son la ausencia de mayor espacio y tiem-
po para poder analizar otros aspectos importantes como las tareas u otros contenidos rele-
vantes como pueden ser las aplicaciones de la integral.

Por ultimo, con base en estas limitaciones, podemos dar algunas lineas de continua-
cion para investigaciones en las que se analicen las tareas o las aplicaciones de la integral
en manuales universitarios de calculo. También seria interesante conocer los significados
personales de la integral que adquieren alumnos universitarios que usan diferentes ma-
nuales para su estudio. Afadir, por ultimo, una linea basada en analizar y comparar la

evolucion de un mismo texto de calculo a lo largo de las diferentes ediciones existentes.
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ANEXO |. OTROS ASPECTOS EN LA
COMPARACION SOBRE EL
TRATAMIENTO DEL TEOREMA
FUNDAMENTAL DEL CALCULO

En este anexo se muestran los aspectos relativos a la estructura conceptual que no han

tenido cabida en el trabajo por cuestiones de espacio.

1. Términos/Notaciones
En este apartado tan solo se afiadira aquellos términos y notaciones que no se han men-
cionado en los capitulos 5 y 6 del trabajo o aquellos que habiéndose mencionado tenga
especial relevancia en dicha seccion.
En primer lugar, se menciona los términos que se usan en cada texto para el Teorema

Fundamental del Calculo mediante la Tabla I.1:

Tabla I.1
Terminologia empleada para el TFC en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
e Teorema fundamental del calculo e Primer Teorema Fundamental del
e Derivacion Calculo
e Integracion e Derivacion
e Antiderivada o primitiva e Integracion
o Constante de integracion e Integral indefinida
e Integral definida e Primitiva o antiderivada
o Valor medio de una funcion e Regla de Barrow




Tabla I.1
Terminologia empleada para el TFC en cada texto analizado

e Funcién acumulacion e Segundo Teorema Fundamental del
e (Cambio neto Calculo
e Segundo teorema fundamental del e Funcion integrable

calculo

No se aprecian diferencias muy significativas en los términos que se encuentran en cada
texto. Las diferencias se sitian en ausencia de ciertos términos en un texto con respecto
del otro.

Siguiendo esto, por un lado, se puede mencionar que en Burgos (2007) se usa el tér-
mino de «integral indefinida» para enunciar los teoremas fundamentales del calculo,
mientras que en Larson y Edwards (2010) no se hace menciéon de dicho término en nin-
gin momento. Al igual ocurre con la «regla de Barrow», Burgos (2007) la enuncia y la
nombra como tal, Larson y Edwards (2010) no la nombra como tal aunque si se enuncia
aunque la nombra como «Teorema Fundamental del Calculoy.

Por otro lado, en Larson y Edwards (2010) se emplean términos como «area» e «in-
tegral definida» que se ausentan en se Burgos (2007), por lo que Larson y Edwards
(2010) vuelven a relacionar estos resultados enunciados para calcular areas mientras que
Burgos (2007) no lo hace. Ademas, en Larson y Edwards (2010) se emplean otros térmi-
nos como «valor medio de una funciony, «funcion acumulacion» y «cambio neto» que no
se utilizan en Burgos (2007), y que serviran para dar aplicaciones.

En segundo lugar, se muestra una tabla con las notaciones usadas para el Teorema

Fundamental del Calculo en ambos textos:

Tabla .2
Notacion empleada para el TFC en cada texto analizado
Larson y Edwards (2010) Burgos (2007)
b b
[ Feoax = re = F) - Fo) [ 7eadx =60y - 6@ = 60N,
a a

d X X
= | FOde| = 1 o|[#]-rw




Como puede comprobarse en la Tabla 1.2, tan s6lo hay dos nuevas notaciones en esta sec-
cion que derivan de los resultados de cada uno de los dos teoremas fundamentales del
calculo. Por lo que tan solo se comentaran las diferencias que pueden apreciarse en estas.

Por un lado, se trata la notacion que nos permite hallar una integral definida. Se pue-
de observar que se hace uso de una primitiva que en Larson y Edwards (2010) se denota
con una F(x), mientras que en Burgos (2007) se denota por G (x). La otra diferencia es
que en Larson y Edwards (2010) se denota F(b) — F(a) como F(x)]2, mientras que en
Burgos (2007) se denota por [G(x)]¥Z2, especificando de esta manera que la variable x
hay que sustituirla por b y a.

Por otro lado, se analiza la notacion usada en la derivada de la integral indefinida. En
este sentido, cabe destacar que al tener la variable x en el limite superior de integracion,
en Larson y Edwards (2010) se emplea la variable t para la funcion del integrando asi
como el diferencial, dt. En Burgos (2007) no se emplea ninguna variable en el integrando

evitando asi el empleo de otra variable. La otra diferencia que se encuentra es la notacion
o . d .
empleada para escribir la derivada, en Larson y Edwards (2010) se usa — [-],mientras que

en Burgos (2007) se emplea D|[-].

2. Conceptos
Los conceptos en esta seccion de ambos textos no tienen especial relevancia. A pesar de
ser una seccion dedicada al Teorema Fundamental del Calculo, en Larson y Edwards
(2010) se expone una definicion del valor medio de una funcion en un intervalo, obtenida
a partir del teorema del valor medio de la integral (véase la Figura 1.1). En cambio, en

Burgos (2007) no se realiza ninguna definicion.
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DEFINICION DEL VALOR MEDIO DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Si f es integrable en el intervalo cerrado [a, b], entonces el valor medio de f en el
intervalo es

I b
b= uj f(x) dx.

Figura I.1. Definicion del valor medio de una funcion en un intervalo (Larson y Edwards,

2010, p. 286)

3. Estrategias
Con respecto a las estrategias, Larson y Edwards (2010) expone una estrategia para usar
la regla de Barrow (lo que nombra como Teorema Fundamental del Calculo) (véase la
Figura 1.2). En primer lugar, se precisa que se conozca una primitiva; en segundo lugar,
se aplica la regla de Barrow usando una notacion especifica ya mencionada anteriormen-

te; y, por ultimo, se sefiala que no es necesario usar una constante de integracion.

Estrategia para utilizar el teorema fundamental del cilculo

1. Suponiendo que se conozca una antiderivada o primitiva f, se dispone de una forma
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el limite de la suma.

2. Cuando se aplica el teorema fundamental del célculo, la siguiente notacién resulta
conveniente.

b b
J flx)dx = F(x)J
= F(b) = Fla)
Por ejemplo, para calcular [7+* dx, es posible escribir

) 3R 1
4

1
- 4—20.

. 4
3. No es necesario incluir una constante de integracién C en la antiderivada o pri-
mitiva ya que

b
a

b
j f(x)dx = | F(x) + C]

= [F(b) + C] = [Fla) + C]
= F(b) — Fla).

Figura I.2. Estrategia para utilizar la regla de Barrow (Larson y Edwards, 2010, p. 283)
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Ademas, se emplea un ejemplo concreto sobre el calculo de areas realizando y sefialando
cada uno de los pasos. Otra estrategia que se expone en Larson y Edwards (2010) es so-
bre como aplicar el primer Teorema Fundamental del Calculo (lo que nombra como se-
gundo Teorema Fundamental del Calculo) junto con la regla de la cadena. Esta estrategia
se expone a través de un ejemplo indicando los pasos a realizar en un lateral en color rojo

(véase la Figura 1.3).

EJEMPLO 8 Empleo del segundo teorema fundamental del calculo

x?

Encontrar la derivada de Flx) = J cos 1 dt.

w/2

Solucion  Haciendo u = x%, es factible aplicar el segundo teorema fundamental del célculo
junto con la regla de la cadena como se ilustra.

o dF du
F ((J =~ Regla de la cadena
du dx
d. . du df
[l' (\” Definicion de —
du dx du
dl } i 'du ” .
= cosrd Sustituir cos t dr por Flx)
dul |, dx J '
d . du
= cos 1 dr Sustituir ¥ poex’
dul )., dx
= (cos M)(&l“‘) Aplicar ¢l segundo teorema fundamental del célculo
= (cos x7)(3x?) Reescribir como funcion de x

Figura I.3. Empleo del primer Teorema Fundamental del Calculo (Larson y Edwards,

2010, p. 290)

En este aspecto, Burgos (2007) es un texto mas pobre, no muestra ningun tipo de estrate-
gia que ayude a aplicar los teoremas fundamentales del calculo y en los ejemplos expues-

tos no se realizan muchas explicaciones del proceso de resolucion de los mismos.
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